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Öåëü ðàáîòû

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîãíîçó âåðîÿòíîñòè ïðèíàäëåæíîñòè
ïàöèåíòà ê îäíîìó èç íåñêîëüêèõ íåóïîðÿäî÷åííûõ êëàññîâ:

A1 Áîëüíûå, ïåðåíåñøèå èíôàðêò.

A2 Áîëüíûå, íàõîäÿùèåñÿ â ñîñòîÿíèè èíôàðêòà.

A3 Ïàöèåíòû, èìåþùèå ïðåäðàñïîëîæåííîñòü ê èíôàðêòó.

B1, B2 Çäîðîâûå ïàöèåíòû äâóõ òèïîâ.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè ðåãðåññèè è
âûáîðà ïðèçíàêîâ ïðè ìíîãîêëàññîâîé êëàññèôèêàöèè.
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Äëÿ êàæäîãî ïàöèåíòà èçìåðÿþòñÿ êîíöåíòðàöèè áåëêîâ
K , L,N, . . . , àáñîðáèðîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòè êðîâÿíûõ òåëåö:

K L . . . N

A1 001 x11 x12 . . . x1n
A1 002 x21 x22 . . . x2n
. . . . . . . . . . . . . . .
A3 i xi1 xi2 . . . xin
A3 i + 1 x(i+1)1 x(i+1)2 . . . x(i+1)n

. . . . . . . . . . . . . . .

Òðåáóåòñÿ, èìåÿ íàáîð ïðèçíàêîâ xi = [xi1xi2 . . . xin] îïðåäåëèòü,
ê êàêîé èç ÷åòûðåõ ãðóïï A1,A3,B1,B2 îòíîñèòñÿ ïàöèåíò.
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×òîáû ïåðåéòè îò çàäà÷è ìíîãîêëàññîâîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ê
äâóêëàññîâîé çàäà÷å, ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïàðû ãðóïï:

A1 A3 A3 B1

A1 B1 A3 B2

A1 B2 B1 B2

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ðåøàåòñÿ äëÿ êàæäîé ïàðû ãðóïï.
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Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè

Äàíà âûáîðêà D = {xi , yi}, i = 1, . . . ,m, ãäå
yi ∈ {0, 1} � îáúåêò,
xi ∈ Rn � îïèñàíèå îáúåêòà.
Ðàçäåëåíèå âûáîðêè íà êëàññû îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî y = [y1, . . . , ym]T � ñëó÷àéíûé âåêòîð
ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè yi ∼ B(θi ). Îïðåäåëèì θi êàê

θi =
1

1 + exp(−xTi w)
= f (xTi w),

ãäå w � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.
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Àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè èìååò âèä

a(x) = sign
(
f (x,w)− c0

)
,

ãäå c0 � ïîðîãîâîå çíà÷åíèå (cut-o�) ôóíêöèè ðåãðåññèè.

I = {1, 2, . . . ,m} � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îáúåêòîâ,
I = L t T , L � îáó÷àþùåå ïîäìíîæåñòâî, T � òåñòîâîå.

Ïàðàìåòðû w îöåíèâàþòñÿ íà ïîäâûáîðêå DL, à êà÷åñòâî
ïðîãíîçà âû÷èñëÿåòñÿ íà ïîäâûáîðêå DT .
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Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïðîãíîçà èñïîëüçóåòñÿ ïëîùàäü AUC ïîä
êðèâîé ROC (area under curve).

ãäå
TPR � äîëÿ ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàííûõ â ïîëüçó
çàäàííîãî êëàññà îáúåêòîâ
FPR � äîëÿ îøèáî÷íî êëàññèôèöèðîâàííûõ â ïîëüçó äàííîãî
êëàññà îáúåêòîâ âûáîðêè.
Îòðåçîê [(0,0),(1,1)] ñîîòâåòñòâóåò îòêàçó îò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
â ïîëüçó êàêîãî-íèáóäü èç êëàññîâ.
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Âûáîð ïðèçíàêîâ

Ñòîèìîñòü ïîëíîãî îáñëåäîâàíèÿ îäíîãî ïàöèåíòà ñîñòàâëÿåò
3400 åâðî. Óìåíüøåíèå ÷èñëà èçìåðÿåìûõ ïðèçíàêîâ ïîçâîëèò:

1. Ñîêðàòèòü ðàñõîäû íà îáñëåäîâàíèå ïàöèåíòà.

2. Óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî ïàöèåíòîâ â âûáîðêå.

Âûáîð ïðèçíàêîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåáîðîì.
Îïòèìàëüíûé íàáîð Â îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Â = arg max
A⊆I

AUC(A) ïðè óñëîâèè |A| = const,

ãäå A ⊆ J = {1, 2, . . . , n} � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ
ïðèçíàêîâ.
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Ìíîãîêëàññîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ

Äëÿ îáúåêòà xm+1 ïîñòðîèì òàáëèöó

A1 A3 B1 B2

A1 − 0 0 1
A3 1 − 1 1
B1 1 0 − 0
B2 0 0 1 −

.

Ïðèñâîèì êëàññàì A1,A3,B1,B2 íîìåðà 1, 2, 3, 4. Òîãäà

class(xm+1) = arg max
l∈{1,...,4}

4∑
k=1

alk(xm+1),

ãäå alk(x) ∈ {0, 1}, l , k ∈ {1, . . . , 4} � ðåçóëüòàò
êëàññèôèêàöèè ìåæäó ïàðîé êëàññîâ (l , k).
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Èñïîëüçîâàíèå K = 3 îïòèìàëüíûõ íàáîðîâ.

Âåðîÿòíîñòü ìîæíî îöåíèâàòü, èñïîëüçóÿ K îïòèìàëüíûõ
íàáîðîâ äëÿ êàæäîãî êëàññà.

A1 A3 B1 B2

A1 − 0, 1, 0 0, 0, 0 1, 1, 0
. . . . . . . . . . . . . . .

.

↓

A1 A3 B1 B2

A1 − 0 0 1
. . . . . . . . . . . . . . .

.
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Èíäèâèäóàëüíàÿ è êîëëåêòèâíàÿ èíôîðìàòèâíîñòü ïðèçíàêîâ
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a. Êîëè÷åñòâî ïîÿâëåíèé êàæäîãî ïðèçíàêà â K = 5 ëó÷øèõ
íàáîðîâ äëÿ êàêîé-ëèáî ïàðû êëàññîâ.
b. Ïî ãîðèçîíòàëè � íàáîðû ïðèçíàêîâ, âîøåäøèå â K = 5
ëó÷øèõ äëÿ êàêîé-ëèáî ïàðû êëàññîâ. Öâåòîì îáîçíà÷åíî
çíà÷åíèå AUC, ñîîòâåòñòâóþùåå íàáîðó.
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Êà÷åñòâî ïðîãíîçèðîâàíèÿ
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b.

a. Êîëè÷åñòâî íåïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàííûõ ïðè
ìíîãîêëàññîâîé êëàññèôèêàöèè ïàöèåíòîâ êàæäîãî êëàññà.
b. Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàííûõ ïàöèåíòîâ
êàäæäîãî êëàññà ïðè âûïîëíåíèè äâóêëàññîâîé êëàññèôèêàöèè
ìåæäó âñåâîçìîæíûìè ïàðàìè.
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Ìåòîäû îöåíêè îáúåìà âûáîðêè

1. Ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.

2. Ìåòîä îöåíêè îáúåìà âûáîðêè â ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.

3. Ìåòîä ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ.

4. Ñðàâíåíèå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
íà ðàçëè÷íûõ ïîäâûáîðêàõ.
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Ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ

Ïóñòü D = {(xi , yi )} , i ∈ I = {1, . . . ,m}.

x̄ =
1

2

m∑
i=1

xi .

Ïðè èçâåñòíûõ µ è σ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå

Z =
x̄ − µ
σ

√
m =

E

σ

√
m ∼ N (0, 1).

Ïîëó÷àåì

m∗ =
(zα/2σ

E

)2
,

ãäå P
{
|Z | ≥ zα/2

}
= α.
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Îãðàíè÷åíèÿ

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

1. xi ∼ N (µ, σ2).

2. Çíà÷åíèÿ µ è σ2 èçâåñòíû.

Áîëåå âåðîÿòíî, ÷òî

xi ∼

{
N (µ1, σ

2
1), ñ âåðîÿòíîñòüþ pi ;

N (µ2, σ
2
2), ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− pi .
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Ìåòîä îöåíêè îáúåìà âûáîðêè â ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè

Ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ïðèçíàêîâ A è èíäåêñ j 6∈ A.

H0 : wj = 0 → wA, H1 : wj 6= 0→ wA∗ , ãäå A∗ = A
⋃
{j}.

Îöåíèì âåêòîð θ ïàðàìåòðîâ áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

H0 : θ = f (XT
AwA), H1 : θ = f (XT

A∗wA∗).

Âàæíî ëèøü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðåãðåññèè c0,
ïîýòîìó âûáåðåì â êà÷åñòâå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè

Z =
p̂ − p0√
p0c0/m

, p̂ =
1

m

m∑
i=1

yi

ãäå p̂ � ÎÌÏ äëÿ ïàðàìåòðà p, c0 = 1− p0 � ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå ôóíêöèè ðåãðåññèè.
Òîãäà

m∗ =
p0c0

(
z1−α/2 + z1−β

√
p1c1
p0c0

)2
(p1 − p0)2

.
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Ðåçóëüòàòû ìåòîäà äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ è ìåòîäà äëÿ

ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè
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Statistical method
Method for logistic regression

Ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ: m∗ ∼ 105.
Ìåòîä äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè: m∗ ∼ 103.
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Ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü

Ââåäåì âåëè÷èíó

RS(m) =
AUC (A,DT (m))

AUC (A,DL(m))
.
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Âûâîä: m∗ ≥ 30.
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Ëèíåéíî ðàçäåëèìûå êëàññû
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Â âûáîðêó áûëè äîáàâëåíû äâà íîâûõ îáúåêòà.
Ïîëîæåíèå ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì

xTw = ln

(
c0

1− c0

)
.
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Ñðàâíåíèå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

Äëÿ îöåíêè ñõîäñòâà ôóíêöèé ïëîòíîñòè p1(w) è p2(w)
âîñïîëüçóåìñÿ ðàññòîÿíèåì Êóëëüáàêà-Ëåéáëåðà

DKL(p1, p2) =

∫
w∈W

p1(w) ln
p1(w)

p2(w)
dw.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ äàííûõ åñòü

p(y |x,w, fA) ≡ p(D|w, fA) =
m∏
i=1

θyii (1− θi )1−yi .

Ïóñòü òàêæå w ∼ N (w0, σ
2I|A|), è åãî ïëîòíîñòü èìååò âèä

p(w|fA, α) =
( α

2π

) |A|
2

exp(−1

2
(w −w0)TαI (w −w0)),

ãäå α−1 = σ2,
I|A| � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè |A|.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ p(w|D, α, fA), âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Áàéåñà

p(w|D, α, fA) =
p(D|w, fA)p(w|α, fA)

p(D|α, fA)
,

ãäå p(D|w, fA) �ïðàâäîïîäîáèå äàííûõ,
p(w|α, fA) �âåðîÿòíîñòíûå ïëîòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè,

p(D|α, fA) =

∫
p(D|w, fA)p(w|α, fA)dw.

Òîãäà

p(w|D, fA) =
p(y |x,w, fA)p(w|fA, α)

Z (α)
=

=
α
|A|
2

(2π)
|A|
2 Z (α)

exp(−1

2
(w −w0)TαI (w −w0))

m∏
i=1

θyii (1− θi )1−yi ,

ãäå Z (α) � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü.
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Îöåíêà îáúåìà âûáîðêè ñ ïîìîùüþ ðàññòîÿíèÿ

Êóëëüáàêà-Ëåéáëåðà
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a. Óñðåäíåííîå åêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè
ìîäåëè

||wm −wm+1|| =

√√√√ |A|∑
i=1

(
wm
i − wm+1

i

)2
,

b. Óñðåäíåííîå ðàññòîÿíèå Êóëëüáàêà-Ëåéáëåðà.
Âûâîä: m∗ ≥ 30.
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