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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

2 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

3 Ëèíåàðèçàöèÿ

4 Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

5 Ìîäåëè Êðèïêå
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå

Ïàðó P = 〈P, 6 〉, ãäå P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à 6 �
ðåôëåêñèâíîå, àíòèñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå
îòíîøåíèå íà í¼ì, íàçûâàþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì (ñîêðàù¼ííî ÷.ó. ìíîæåñòâîì, àíãë. poset).

Ðåôëåêñèâíîñòü (R): x 6 x;
Àíòèñèììåòðè÷íîñòü (AS): (x 6 y) N (y 6 x) ⇒ x = y;
Òðàíçèòèâíîñòü (T): (x 6 y) N (y 6 z) ⇒ x 6 z.

Ïðèìåðû

〈 P(M), ⊆〉 � êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ÷.ó. ìíîæåñòâà
(óïîðÿäî÷èâàíèå ìíîæåñòâ ïî âêëþ÷åíèþ, M 6= ∅);
〈N, 6 〉 è 〈N, | 〉 � äâà óïîðÿäî÷èâàíèÿ îäíîãî ìíîæåñòâà.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ïðåäïîðÿäêè

Âîïðîñ

Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ëþäåé, h(x) � ðîñò, à w(x) � âåñ
÷åëîâåêà x.
Îïðåäåëèì íà îòíîøåíèå ρ íà M :

xρy ⇒ (h(x) 6 h(y)) N (w(x) 6 w(y)).

ßâëÿåòñÿ ëè ρ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà M?

Îòâåò. Íåò. ρ � ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, íî íå ÿâëÿåòñÿ
àíòèñèììåòðè÷íûì îòíîøåíèåì: xρy N yρx 6⇒ x = y (ìîãóò
íàéòèñü äâà ÷åëîâåêà ñ îäèíàêîâûìè ðîñòîì è âåñîì).

Îòíîøåíèÿ ñî ñâîéñòâàìè (R) è (T) íàçûâàþò ïðåäïîðÿäêàìè.

Ïîíÿòíîå îáîçíà÷åíèå: a < b
def
= (a 6 b)N(a 6= b)
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

×.ó. ìíîæåñòâî P = 〈P, 6 〉 � îñíîâíûå ïîíÿòèÿ:

åñëè (x 6 y) ∨ (y 6 x), òî x è y ñðàâíèìû (x ∼ y), èíà÷å
îíè íåñðàâíèìû (x � y);

ïîëíûé (ëèíåéíûé) ïîðÿäîê, åñëè ∀x, y : x ∼ y;
åñëè â P íåò íè îäíîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ñðàâíèìûõ
ýëåìåíòîâ, òî ýòî òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî;

x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò y (y íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò çà x), xl y, åñëè x 6 z 6 y ⇒ (z = x) ∨ (z = y);

{x ∈ P | a 6 x 6 b } � èíòåðâàë [ a, b ];

v1 < . . . < vn
def
= [v1, . . . , vn] � öåïü n, à ñîâîêóïíîñòü

ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ � àíòèöåïü â P;

öåïü ìàêñèìàëüíàÿ (íàñûùåííàÿ), åñëè ïðè äîáàâëåíèè ê
íåé ëþáîãî ýëåìåíòà îíà ïåðåñòà¼ò áûòü öåïüþ;

> � äâîéñòâåííûé ê 6 ïîðÿäîê: 6d def
= >.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Äèàãðàììû Õàññå
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Äèàãðàììû Õàññå ÷åòûð¼õ íåòðèâèàëüíûõ íåïîìå÷åííûõ
òð¼õýëåìåíòíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Äèàãðàììà Õàññå ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈 { 1, . . . , 18}, | 〉
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Äèàãðàììû Õàññå: äà èëè íåò

Âîïðîñ: ýòî äèàãðàììû Õàññå?
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Äèàãðàììû âñåõ 4-ýëåìåíòíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Äèàãðàììà D(180) âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà 180 = 22325

Îäíà èç ìàêñèìàëüíûõ öåïåé è
èíòåðâàë [ 3, 60 ].

×. ó. ìíîæåñòâî, âñå èíòåðâàëû
êîòîðîãî êîíå÷íû � ëîêàëüíî êîíå÷íîå
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü äèàãðàììó Õàññå âñåõ ïîäïîëåé ïîëÿ GF
(
218
)
,

óïîðÿäî÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ.

Ðåøåíèå. Fnp ⊆ F
k
p ⇔ k | n. Âñå äåëèòåëè ÷èñëà 18 = 2 · 32:

D(18) = { 1, 2, 3, 6, 9, 18 }.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

×.ó. ìíîæåñòâà: îñîáûå ýëåìåíòû

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò u ∈ P ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈P, 6 〉 íàçûâàþò:
ìàêñèìàëüíûì, åñëè u 6 x ⇒ u = x,

ìèíèìàëüíûì, åñëè u > x ⇒ u = x,

íàèáîëüøèì, åñëè x 6 u,

íàèìåíüøèì, åñëè x > u

äëÿ ëþáûõ x ∈ P .

Ýëåìåíò

íàèáîëüøèé, åñëè âñå äðóãèå ýëåìåíòû ñîäåðæàòñÿ â í¼ì;

ìàêñèìàëüíûé, åñëè íåò ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ åãî
(àíàëîãè÷íî äëÿ íàèìåíüøåãî è ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòîâ).
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Îñîáûå ýëåìåíòû ÷.ó. ìíîæåñòâà: ïðèìåð

• � ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû;
• � ìèíèìàëüíûé è íàèìåíüøèé ýëåìåíò;

Íàèáîëüøèé (1) è íàèìåíüøèé (0) � ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû.

Â êîíå÷íîì ÷.ó. ìíîæåñòâå èìååòñÿ êàê ìèíèìóì ïî îäíîìó
ìàêñèìàëüíîìó è ìèíèìàëüíîìó ýëåìåíòó.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

×.ó. ìíîæåñòâî 〈 { 1, . . . , 18}, | 〉
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1 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò, • � ìàêñèìàëüíûå.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàíæèðîâàííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà-Äåäåêèíäà

Âñå ìàêñèìàëüíûå öåïè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñðàâíèìûìè
ýëåìåíòàìè ýëåìåíòàìè ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà
èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Åñëè ÷.ó. ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Æîðäàíà-Äåäåêèíäà è èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò 0, òî îíî
ðàíæèðóåìî, ò.å. íà í¼ì ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ðàíãà ρ:

1 ρ(0) = 0;
2 al b ⇒ ρ(b) = ρ(a) + 1

è òàêîå ìíîæåñòâî èìååò ñëîè.

Åñëè ìíîæåñòâî ðàíæèðóåìî, òî ëþáîé
åãî ñëîé (íî íå òîëüêî!) ÿâëÿåòñÿ àíòèöåïüþ.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ïîðÿäêîâûå ãîìîìîðôèçìû

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå ϕ : P → P ′ íîñèòåëåé ÷.ó. ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî

èçîòîííûì (ìîíîòîííûì, ïîðÿäêîâûì ãîìîìîðôèçìîì),
åñëè x 6 y ⇒ ϕ(x) 6 ϕ(y);

îáðàòíî èçîòîííûì, åñëè ϕ(x) 6 ϕ(y) ⇒ x 6 y;

àíòèèçîòîííûì, åñëè x 6 y ⇒ ϕ(x) > ϕ(y).

Åñëè ϕ èçîòîííî, îáðàòíî èçîòîííî è èíúåêòèâíî, òî ýòî

âëîæåíèå èëè (ïîðÿäêîâûé) ìîíîìîðôèçì (P
ϕ
↪→ P ′).

Ñþðúåêòèâíûé ìîíîìîðôèçì � (ïîðÿäêîâûé) èçîìîðôèçì

(P ∼= P ′ èëè P
ϕ∼= P ′).

Èçîìîðôèçì ÷.ó. ìíîæåñòâà â ñåáÿ � (ïîðÿäêîâûé)
àâòîìîðôèçì.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Èäåàëû è ôèëüòðû ÷.ó. ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïîäìíîæåñòâî J ýëåìåíòîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈P, 6 〉
íàçûâàåòñÿ åãî (ïîðÿäêîâûì) èäåàëîì, åñëè

(x ∈ J) N (y 6 x) ⇒ y ∈ J.

Ïîäìíîæåñòâî F ýëåìåíòîâ P íàçûâàåòñÿ åãî (ïîðÿäêîâûì)
ôèëüòðîì, åñëè

(x ∈ F ) N (x 6 y) ⇒ y ∈ F .

∅ è âñ¼ ÷.ó. ìíîæåñòâî P � íåñîáñòâåííûå ïîðÿäêîâûå
èäåàëû.

Âàæíîå ñâîéñòâî: îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ïîðÿäêîâûõ
èäåàëîâ åñòü ïîðÿäêîâûé èäåàë.

Îáîçíà÷åíèå: J(P ) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó.
ìíîæåñòâà P .
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Êîíóñû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈P, 6 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ P . Ìíîæåñòâà AM è AO

AM =
{
x ∈ P | ∀

A
a ( a 6 x)

}
è AO =

{
x ∈ P | ∀

A
a (x 6 a)

}
íàçûâàþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì êîíóñàìè ìíîæåñòâà A, à èõ
ýëåìåíòû � âåðõíèìè è íèæíèìè ãðàíÿìè ìíîæåñòâà A
ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A = {a} � aM è aO.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè a 6 b, òî aM ∩ bO = [ a, b ].
xO = 〈x〉 = J(x) � èäåàë, à xM � ôèëüòð P ;
òàêèå èäåàëû è ôèëüòðû íàçûâàþò ãëàâíûìè.
Êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé èäåàë:

〈 a1, . . . , ak 〉
def
=

k⋃
i=1

ai
O, ai � aj , i 6= j.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Êîíóñû: ïðèìåð
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Âåðõíèé è íèæíèé êîíóñû
ìíîæåñòâà { 2, 3 }
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Èäåàëû: ïðèìåð
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Èäåàë 〈 6, 15 〉



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü IV: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 21 / 85

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Òî÷íûå ãðàíè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈P, 6 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ P .
Íàèìåíüøèé ýëåìåíò â AM íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíüþ ìíîæåñòâà A (ñèìâîëè÷åñêè sup A).

Íàèáîëüøèé ýëåìåíò â AO íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé
ãðàíüþ ìíîæåñòâà A (ñèìâîëè÷åñêè inf A).

Ïðèìåð ( sup A è/èëè inf A ìîãóò è íå ñóùåñòâîâàòü)

{a, b}M = {c, d}, íî ìíîæåñòâî {c, d}
íå èìååò èíôèìóìà ⇒ sup{a, b} îòñóòñòâóåò.

Àíàëîãè÷íî, îòñóòñòâóåò inf{c, d}.
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

2 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

3 Ëèíåàðèçàöèÿ

4 Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

5 Ìîäåëè Êðèïêå
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïåðåñå÷åíèå

〈P, 61 〉 ∩ 〈P, 62 〉 = 〈P, 61 ∩ 62 〉.

c

b d
⋂

b c = b c

a a d a d

�
�

�

�
�

�

�
�

�

Ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ ìîãóò íå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè.
Íàïðèìåð, ¾áûòü öåïüþ¿: åñëè P � öåïü, òîãäà P d � òàêæå
öåïü, à P ∩ P d � òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïðÿìàÿ ñóììà

P = 〈P, 6P 〉 è Q = 〈Q, 6Q 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà, ïðè÷¼ì
P ∩Q = ∅.

P + Q = 〈P ∪Q, 6P ∨6Q 〉.

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

P +Q ∼= P +R ⇒ Q ∼= R è (P +Q)d ∼= P d +Rd .

nP � ïðÿìàÿ ñóììà n ýêçåìïëÿðîâ P,
n1 � n-ýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü.

Äèàãðàììà ïðÿìîé ñóììû ñîñòîèò èç äâóõ äèàãðàìì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê åäèíàÿ
äèàãðàììà.
×.ó. ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåêîòîðûõ äâóõ
äðóãèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì.
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå: îïðåäåëåíèå

Ïðÿìûì èëè äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ÷.ó. ìíîæåñòâ
P = 〈P, 6P 〉 è Q = 〈Q, 6Q 〉 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

P×Q = 〈P ×Q, 6 〉,
ãäå (p, q) 6 (p ′, q ′) ⇔ (p 6P p ′)N(q 6Q q ′).

Pn � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ P: Bn = 2n.

Åñëè P , Q ðàíæèðîâàíû è èõ ðàíãîâûå ôóíêöèè ñóòü ρP è ρQ,
òî P ×Q òàêæå ðàíæèðîâàíî è ρ(x1, x2) = ρP (x1) + ρQ(x2);

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ P ×Q ∼= Q× P

P ×R ∼= Q×R ⇒ P ∼= Q , Pn ∼= Qn ⇒ P ∼= Q.
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå: ïðèìåð 1

(c, 1)

c (b, 1) (c, 0)

b × 1 = (a, 1) (b, 0)

a 0 (a, 0)
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Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öåïåé 3 è 2
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå: ïðèìåð 2

◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦
�
�

[
[ �

�

[
[ �

�

Çèãçàãè (èëè çàáîðû) Z3 è Z4
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Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Z3 × Z4
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Òåîðåìà Îðå

Òåîðåìà

Êàæäûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê èçîìîðôåí íåêîòîðîìó
ïîäìíîæåñòâó äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ öåïåé.

Îïðåäåëåíèå

Ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðàçìåðíîñòüþ ÷.ó. ìíîæåñòâà P
íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî k ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ Li òàêèõ,
ñóùåñòâóåò âëîæåíèå P ↪→ L1 × . . .× Lk.
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

2 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

3 Ëèíåàðèçàöèÿ

4 Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

5 Ìîäåëè Êðèïêå
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà

Òåîðåìà (Øïèëüðàéíà)

1 Ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî
ëèíåéíîãî íà òîì æå ìíîæåñòâå.

2 Êàæäûé ïîðÿäîê åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ñâîèõ ëèíåéíûõ
ïðîäîëæåíèé (ëèíåàðèçàöèé).

P → L, P = L1 ∩ . . . ∩ Le(P),

ãäå e(P) � ÷èñëî âñåõ ëèíåàðèçàöèé ÷.ó. ìíîæåñòâà P.

Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ, |P | = n)

1 Åñëè P � íå öåïü, òî â P íàéäóòñÿ íåñðàâíèìûå ýëåìåíòû;
ïðîèçâîëüíî îïðåäåëèì ïîðÿäîê íà íèõ è ïðîäîëæèì åãî ïî
òðàíçèòèâíîñòè. Åñëè ïîëó÷èâøèåñÿ ÷.ó. ìíîæåñòâî åù¼ íå
öåïü, òî âûáåðåì íîâóþ ïàðó íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ è
ïîñòóïàåì, êàê óêàçàíî âûøå.
×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷àåì ëèíåéíûé ïîðÿäîê.
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

1 Ò.ê. âîçìîæåí ðàçëè÷íûé âûáîð ïàð íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ
è ïðè êàæäîì âûáîðå ìîæíî ïîëàãàòü ëþáîé èõ ïîðÿäîê, òî
ìîæíî ïîëó÷èòü âñå âîçìîæíûå ëèíåéíûå ïðîäîëæåíèÿ
èñõîäíîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

2 Ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ öåïåé äàñò èñõîäíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî:
åñëè x 6 y, òî àíàëîãè÷íîå ñëåäîâàíèå áóäåò è âî âñåõ
ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêàõ, à ïðè x � y âñåãäà íàéä¼òñÿ
ïàðà öåïåé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì èõ ñëåäîâàíèåì, ÷òî â
ïåðåñå÷åíèè öåïåé è äàñò íåñðàâíèìîñòü ýòèõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ êîíå÷íûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ çàäàííûõ ïàðàìè âèäà al b, ïîèñê
òàêîãî ëèíåéíîãî ïðîäîëæåíèÿ â òåîðåòè÷åñêîì
ïðîãðàììèðîâàíèè íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêîé.
Çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ.
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Ëèíåéíûå ïðîäîëæåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïðèìåðû...

b b c

b a c b

a c c a a

P e(P) = 3
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Ëèíåéíûå ïðîäîëæåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïðèìåðû...

d c d c

c d c d c d ?

a b b b a a

a a b b

P e(P) = 5

[
[
[



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü IV: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 34 / 85

Ëèíåàðèçàöèÿ

Ëèíåéíûå ïðîäîëæåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïðèìåðû...

d c d c c

c d c d c d a

a b b b a a d

a a b b b

P e(P) = 5

[
[
[
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâà ïåðåñå÷åíèåì öåïåé

d c

c d c d

b = b ∩ b

a a a

[
[
[

�
�

�
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Íåêîòîðûå ÷.ó. ìíîæåñòâà
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Êîðîíà S5
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Ëèíåàðèçàöèÿ

¾e(P)=?¿ � NP-ïîëíàÿ çàäà÷à, íî:

e(P + Q) =

(
n+m

n

)
e(P)e(Q), n = |P|, m = |Q|;

e(2× n) =
1

n+ 1

(
2n

n

)
� ÷èñëà Êàòàëàíà;

∑
n>0

e(Zn)xn

n!
= tg x + secx ,

çíà÷åíèÿ Zn ïðè ÷¼òíûõ n � ÷èñëà ñåêàíñà, à ïðè íå÷¼òíûõ �
÷èñëà òàíãåíñà;

e(Sn) = (n+ 1)!(n− 1)! ;

∑
n>1

e(sn)

n!
xn =

x

cos2 x
;

log(e(Bn))

2n
= log

(
n

bn/2c

)
− 3

2
log e+ o(1) .
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî íà ëèíåàðåçàöèÿõ

Ïðè äèñêðåòíûõ çàäà÷ ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò ñâÿçàííîå ñ ÷.ó.
ìíîæåñòâîì P âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî íà ìíîæåñòâå âñåõ
e(P ) åãî ëèíåàðèçàöèé, â êîòîðîì êàæäàÿ ëèíåàðèçàöèÿ
ðàâíîâåðîÿòíà.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ýëåìåíòîâ x, y, z, . . . ÷.ó. ìíîæåñòâà
P ðàññìàòðèâàþò ñîáûòèÿ E âèäà x 6 y, (x 6 y) N (x 6 z) è
ò.ä.

Âåðîÿòíîñòü Pr [E] òàêîãî ñîáûòèÿ:

Pr [E] = ÷èñëî ëèíåàðèçàöèé, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî E
e(P) .

Òåîðåìà (XYZ-òåîðåìà)

Ïóñòü 〈P, 6 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è x, y, z ∈ P . Òîãäà

Pr [x 6 y ] · Pr [x 6 z ] 6 Pr [ (x 6 y) N (x 6 z) ] .
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðîáëåìà ñîðòèðîâêè è ¾1/3 � 2/3 ïðåäïîëîæåíèå¿

� îïðåäåëèòü ëèíåéíûé ïîðÿäê L ñ ïîìîùüþ ìèíèìàëüíîãî
êîëè÷åñòâà âîïðîñîâ ¾âåðíî ëè, ÷òî x < y â L?¿.

Îáîáùåíèå: L � çàôèêñèðîâàííàÿ, íî íåèçâåñòíàÿ
ëèíåàðèçàöèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà P.

Îïòèìàëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîèñêà L âêëþ÷àåò â ñåáÿ íàõîæäåíèå
ýëåìåíòîâ x è y, äëÿ êîòîðûõ Pr [x < y ] ≈ 1

2 .

Ñ.Ñ. Êèñëèöûí (1968) âûñêàçàë ¾1/3 � 2/3 ïðåäïîëîæåíèå¿:
�ëþáîå íå ÿâëÿþùååñÿ öåïüþ ÷.ó. ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ïàðó
íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ x è y, äëÿ êîòîðûõ

1

3
6 Pr [x 6 y ] 6

2

3
”.

Ïîçäíåå ýòî óòâåðæäåíèå íåçàâèñèìî âûäâèíóëè àìåðèêàíñêèå
èññëåäîâàòåëè Ì. Ôðåäìàí è Í. Ëèíàë.
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Ëèíåàðèçàöèÿ

1/3 � 2/3 ïðåäïîëîæåíèå

Ïðèìåð 2 + 1 ïîêàçûâàåò,
÷òî óêàçàííûå ãðàíèöû
íåñóæàåìû (èìååòñÿ è ïðèìåð
äåñÿòèýëåìåíòíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà
ñî ñâÿçàííîé äèàãðàììîé Õàññå).

Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå äî ñèõ ïîð óñïåøíî ïðîòèâîñòîèò âñåì
ïîïûòêàì åãî äîêàçàòü è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç íàèáîëåå
èíòðèãóþùèõ ïðîáëåì êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ
(Ñ. Ôåëñíåð è Ó.Ò. Òðîòòåð).

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàèáîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò:

0, 2764 ≈ 5−
√

5

10
6 Pr[x 6 y] 6

5 +
√

5

10
≈ 0, 7236 .
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Ëèíåàðèçàöèÿ

×.ó. ìíîæåñòâà: ñïåêòð

Îïðåäåëåíèå:

Spec (P) = {Pr [ a 6 b ] | a, b ∈ P }

ßñíî, ÷òî

ïîñêîëüêó Pr [ a 6 b ] = 1− Pr [ b 6 a ], ñïåêòð
ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî 1

2 ;

äëÿ âñåõ íåîäíîýëåìåíòíûõ òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ Spec =

{
1
2

}
;{

0, 1
2 , 1

}
� åäèíñòâåííûé òð¼õýëåìåíòíûé ñïåêòð;

âñå ÷åòûð¼õýëåìåíòíûå ñïåêòðû äîëæíû èìåòü âèä
{ 0, α, 1− α, 1 }, ãäå 0 < α < 1

2 ;
Ãèïîòåçà (2002): α = 1

3 .
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Ëèíåàðèçàöèÿ

×.ó. ìíîæåñòâà: ðàçìåðíîñòü

Ïî òåîðåìå Øïèëüðàéíà ÷.ó. ìíîæåñòâî P ñîâïàäàåò ñ
ïåðåñå÷åíèåì âñåõ e(P) ñâîèõ ëèíåàðèçàöèé, íî òîò æå
ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå ÷èñëî
ëèíåéíûõ ïðîäîëæåíèé.
Íàïðèìåð, ÷.ó. ìíîæåñòâî P

b c d

a

[
[
[

�
�
�

èìååò 6 ëèíåàðèçàöèé, íî P = [ a, b, c, d ] ∩ [ a, d, c, b ].

Ïóñòü P � ÷.ó. ìíîæåñòâî è R = {L1, . . . , Lk } �
ñîâîêóïíîñòü öåïåé òàêàÿ, ÷òî P = L1 ∩ . . . ∩ Lk, òî ãîâîðÿò,
÷òî R ðåàëèçóåò P.
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Ëèíåàðèçàöèÿ

×.ó. ìíîæåñòâà: ðàçìåðíîñòü...

Îïðåäåëåíèå

Íàèìåíüøåå ÷èñëî ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, äàþùèõ â ïåðåñå÷åíèè äàííîå
÷.ó. ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ åãî (ïîðÿäêîâîé) ðàçìåðíîñòüþ
(ñèìâîëè÷åñêè dim(P )).

Òåîðåìà (Îðå)

Ïîðÿäêîâàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ðàçìåðíîñòè ÷.ó. ìíîæåñòâà
ñîâïàäàþò.

[ 1, 2, 3, 4, 5 ] ∩ [ 2, 4, 1, 3, 5 ]:

� [ a, b, c ] × [ d, e ]



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü IV: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 44 / 85

Ëèíåàðèçàöèÿ

dim(P) � áîëåå òîíêàÿ îöåíêà ÷.ó. ìíîæåñòâà, ÷åì e(P)

Ðàçìåðíîñòü ... èìåþò:

1 � òîëüêî öåïè;

2 � òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

(ò.å. ðàçìåðíîñòü íå ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ìåðà

îòëè÷èÿ äàííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà îò ëèíåéíîãî);

�Zn;

� âñå îòëè÷íûå îò öåïåé ÷.ó. ìíîæåñòâ, ïðè |P | 6 6, êðîìå

3 � s3, sh è shd (ñì. äèàãðàììû) :

n �Sn.
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Î ðàçìåðíîñòè ÷.ó. ìíîæåñòâà P = 〈P, 6 〉

∅ 6= Q ⊆ P ⇒ dim(Q) 6 dim(P), ïðè óäàëåíèè 1-ãî
ýëåìåíòà åãî ðàçìåðíîñòü óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1;

dim(P + Q) = max
{

dim(P), dim(Q)
}
, åñëè õîòÿ áû

îäíî èç ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ è dim(P + Q) = 2;

dim(P×Q) 6 dim(P) + dim(Q);

dim(P) 6 |P|/2 ïðè |P| > 4 (òåîðåìà Õèðàãó÷è).

Òåîðåìà (¾êîìïàêòíîñòè¿)

Ïóñòü P � òàêîå ÷.ó. ìíîæåñòâî, ÷òî ëþáîå åãî êîíå÷íîå ÷.ó.
ïîäìíîæåñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ d.
Òîãäà dim(P) 6 d.

wp1 :
n

4

(
1− c1

log n

)
6 dim(P) 6

n

4

(
1− c2

log n

)
, n = |P|.
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Ëèíåàðèçàöèÿ

d-íåñâîäèìûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

×.ó. ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ d-íåñâîäèìûì äëÿ íåêîòîðîãî
d > 2, åñëè dim(P) = d è dim(P ′) < d äëÿ ëþáîãî
ñîáñòâåííîãî ÷.ó. ïîäìíîæåñòâà P ′ ⊂ P .

... íåñâîäèìûå ìíîæåñòâà:

2 � äâóõýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü (åäèíñòâåííîå);

3 � s3, sh, sh
d + ... � îïèñàíû, ðåãóëÿðíû è õîðîøî èçó÷åíû;

4 � äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ è âåñüìà ïðè÷óäëèâû;

t � St (åäèíñòâåííîå 2t-ýëåìåíòíîå) + ...;

êàæäîå t-íåñâîäèìîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
÷.ó. ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî (t+ 1)-íåñâîäèìîãî.
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Ëèíåàðèçàöèÿ

4-íåñâîäèìîå ÷.ó. ìíîæåñòâî

◦

◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦

�
�

�

[
[
[

�
�

�

A
A
A
A
A
AA

'''''''''''

'''''''''''

A
A
A
A
A
AA

�
�

�

�
�

�

[
[
[
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Ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðîáëåìà Íîãèíà

Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå π(d, n) ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ d-íåñâîäèìîãî n-ýëåìåíòíîãî ÷.ó.
ìíîæåñòâà ïðè d > 4?

Äàííàÿ ïðîáëåìà äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.

Óòâåðæäåíèå

π(d, n) 6 n− d .
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Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

2 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

3 Ëèíåàðèçàöèÿ

4 Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

5 Ìîäåëè Êðèïêå
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Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

Âîïðîñ ×ÓÌ-1: Åñòü ëè ðàçíèöà ìåæäó óòâåðæäåíèÿìè

×.ó. ìíîæåñòâî ñîäåðæèò (à) áåñêîíå÷íóþ öåïü è
(á) öåïü, äëèíà êîòîðîé áîëüøå íàïåð¼ä çàäàííîãî ÷èñëà�?

Îòâåò: ◦

◦

◦ ◦ ◦ . . .

◦ ◦ ◦ ◦

◦

N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
NN

h
h
h
h
h
h
h

[
[
[




















[
[
[

�
�

�

A
A
A
A
A
A
A
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Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ×ÓÌ-2

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷.ó.ì., èìåþùåãî â òî÷íîñòè îäèí
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò è íå èìåþùåãî íàèáîëüøåãî.

Ðåøåíèå.
. . .

◦ •

◦

. . .

�
�
�
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Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ×ÓÌ-3

Â ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈N, | 〉 äëÿ ïîäìíîæåñòâà A = {12, 18}
íàéòè

1 AM ;

2 AO ;

3 sup A ;

4 inf A .

Ðåøåíèå.

1 AM = { 36n | n = 1, 2, . . . } ;
2 AO = { 1, 2, 3, 6 };
3 sup A = ÍÎÊ (12, 18) = 36 ;

4 inf A = ÍÎÄ (12, 18) = 6.
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Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ×ÓÌ-4

Ðàçëîæèòü â ïåðåñå÷åíèå ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà öåïåé ÷.ó.
ìíîæåñòâî P

c1 c2

b1 b2

a1 a2

4
4
4
4
4
4
44

h
h
h
h
h
h
hh

Ðåøåíèå.

P = [ a1, b1, a2, c1, b2, c2 ] ∩ [ a2, b2, a1, c2, b1, c1 ] .
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Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ×ÓÌ-5

1 Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ íà ìíîæåñòâå
{ a, b, c }?

2 Ñêîëüêî ñðåäè íèõ íåèçîìîðôíûõ?

3 Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ?
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Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ×ÓÌ-5...

Ðåøåíèå. Íåèçîìîðôíûõ òð¼õýëåìåíòíûõ ïîðÿäêîâ 5:
òðèâèàëüíûé, 3 è

◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

[
[
[

�
�

�

�
�

�

[
[
[

Îíè ïîðîæäàþò ïîðÿäêè íà { a, b, c }:
òðèâèàëüíûé � 1,

öåïü 3 � 6,
2 + 1 � 6,

Z3 è äâîéñòâåííûé ê íåìó � ïî 3
Âñåãî � 19
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Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ×ÓÌ-6

Ïîñòðîéòå ÷.ó. ìíîæåñòâà I(1) è I(2) âñåõ èíòåðâàëîâ
áóëåâûõ åäèíè÷íûõ êóáîâ ðàçìåðíîñòåé 1 è 2.

Ðåøåíèå.

Áóëåâ åäèíè÷íûé êóáîâ ðàçìåðíîñòè n ñîäåðæèò 3n ðàçëè÷íûõ
èíòåðâàëîâ, ïðè ýòîì èìååòñÿ Ck

n2k èíòåðâàëîâ ðàçìåðíîñòè
k, k = 0, 1, . . . , n.

I(1):

(−)

(0) (1)

[
[�

�
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Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ×ÓÌ-6...

I(2) = I(1)× I(1)
(äâîéíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ýêçåìïëÿðû I(1)):

(−−)

(1−) (−1) (−0) (0−)

(11) (10) (01) (00)

A
A
A
A
A
AA
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��

��










[[
[[
[[

��
��

��

[[
[[
[[

A
A
A
A
A
AA










A
A
A
A
A
AA










��
��

��

[[
[[
[[



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü IV: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 58 / 85

Ìîäåëè Êðèïêå

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

2 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

3 Ëèíåàðèçàöèÿ

4 Çàäà÷è c ðåøåíèÿìè

5 Ìîäåëè Êðèïêå
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Ìîäåëè Êðèïêå

Èíòóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÈÈÂ: ôîðìóëû

Ïðèìåíåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ìîäåëè
Êðèïêå êàê îáùåãî ñïîñîáà óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ôîðìóë
ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé.

Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâà

V ar = {x, y, . . . } ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ � ñèìâîëîâ
àòîìàðíûõ âûñêàçûâàíèé;
Φ = {¬,N, ∨, ��} � ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.

Îïðåäåëåíèå

Ôîðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì Φ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê íàçûâàåòñÿ
ëèáî íåêîòîðàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ (àòîìàðíàÿ ôîðìóëà),
ëèáî îäíî èç çíàêîñî÷åòàíèé âèäà (¬A), (ANB), (A ∨B) èëè
(A ��B) (ìîëåêóëÿðíàÿ ôîðìóëà), ãäå A è B � ôîðìóëû.

A � ìíîæåñòâî âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë.
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Ìîäåëè Êðèïêå

ÈBÂ: ýêîíîìèÿ ñêîáîê è èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë ïðèíèìàþò ñîãëàøåíèÿ �
ïðàâèëà ýêîíîìèè ñêîáîê è ïðèîðèòåòà ñâÿçîê: âíåøíèå ñêîáêè
ó ôîðìóë îïóñêàþòñÿ è ñèëà ñâÿçîê óáûâàåò â ïîðÿäêå,
óêàçàííîì ïðè èõ ââåäåíèè âûøå (> � ¾ñèëüíåå¿)

¬ > N > ∨ > ��
Êàæäàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü, âîîáùå
ãîâîðÿ, ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé
{0, 1, . . . , }. Ïåðâîå çíà÷åíèå 0 íàçîâ¼ì âûäåëåííûì.

Íåôîðìàëüíî âûäåëåííîå çíà÷åíèå ñèìâîëèçèðóåò ¾èñòèíó¿
(È), à îñòàëüíûå � ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè îòñóòñòâèÿ
èñòèííîñòè: íåîïðåäåë¼ííîñòü âûñêàçûâàíèÿ, ðàçëè÷íûå
ôîðìû åãî ¾ëîæíîñòè¿ (Ë) è ò.ä. Â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå
ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ñóæàåòñÿ äî äâóõ: {È, Ë } è
âûäåëåííîå � È.
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ÈÈÂ: àêñèîìû

Ñëåäóþùèå ôîðìóëû íàçîâ¼ì ñõåìàìè àêñèîì ÈÈÂ:

1 A ��(B ��A);

2 (A ��(B ��C)) ��((A ��B) ��(A ��C));

3 ANB �� A;
4 ANB �� B;
5 A ��(B ��(ANB));

6 A �� A ∨B;
7 B �� A ∨B;
8 (A ��C) ��((B ��C) ��(A ∨B ��C));

9 ¬A ��(A ��B);

10 (A ��B) ��((A ��¬B) ��¬A).

Àêñèîìû ÈÂÂ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â ñõåìû
êîíêðåòíûõ ôîðìóë âìåñòî ìåòàñèìâîëîâ A, B è C.
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ÈÈÂ: ïðàâèëî âûâîäà è âûâîäèìûå ôîðìóëû

Â ÈÈÂ èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ïðàâèëî âûâîäà, îáîçíà÷àåìîå
MP (ëàò. modus ponens, ïðàâèëî îòäåëåíèÿ), ïîçâîëÿþùåå èç
ôîðìóë A è A ��B ïîëó÷èòü ôîðìóëó B:

A, A ��B ` B
Ôîðìóëà A íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé, åñëè íàéä¼òñÿ êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë A1, . . . , Al òàêàÿ, ÷òî Al = A è
êàæäûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé,
ëèáî ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó MP èç êàêèõ-òî äâóõ ïðåäûäóùèõ
ôîðìóë.

Âûâîäèìîñòü ôîðìóëû A çàïèñûâàåòñÿ êàê ` A, â ñëó÷àå
îòñóòñòâèÿ âûâîäà ïèøóò 6` A.
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ÈÈÂ: ïðèìåð âûâîäà ôîðìóëû

Ïðèâåä¼ì âûâîä ôîðìóëû x ∨ y �� y ∨ x.
Äëÿ óäîáñòâà ôîðìóëû âûâîäà áóäåì ïèñàòü äðóã ïîä äðóãîì,
íóìåðóÿ èõ è äàâàÿ êðàòêèå êîììåíòàðèè ïî èõ ïîëó÷åíèþ.

(1) x �� y ∨ x � ïîäñòàíîâêà â ñõåìó 7

(2) y �� y ∨ x � ïîäñòàíîâêà â ñõåìó 6

(3) (x ��y ∨ x) ��((y ��y ∨ x) ��(x ∨ y ��y ∨ x)) �
ïîäñòàíîâêà â àêñèîìó 8: A 7→ x, B 7→ y, C 7→ y ∨ x

(4) (y ��y ∨ x) ��(x ∨ y ��y ∨ x) � ïî MP èç (1) è (3)

(5) x ∨ y �� y ∨ x � ïî MP èç (2) è (4)

Íàïîìèíàíèå:
» A �� A ∨B; ¼ B �� A ∨B;
½ (A ��C) ��((B ��C) ��(A ∨B ��C)).
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ÈÈÂ: âûâîäèìîñòü èç ìíîæåñòâà ôîðìóë

Ïóñòü Γ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë.

Ôîðìóëà B íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ
(ñèìâîëè÷åñêè Γ ` B), åñëè íàéä¼òñÿ êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë B1, . . . , Bl òàêàÿ, ÷òî Bl = B è
êàæäûé ýëåìåíò ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé,
ëèáî ïðèíàäëåæèò Γ,
ëèáî ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó MP èç êàêèõ-òî äâóõ ïðåäûäóùèõ
ôîðìóë.

Ôàêò âûâîäèìîñòè Γ ` B íå èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî
ìíîæåñòâà Γ âçÿòü êîíúþíêöèþ ñîñòàâëÿþùèõ åãî ôîðìóë,
òàê ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíîýëåìåíòíûå
ìíîæåñòâà Γ è îïóñêàÿ ôèãóðíûå ñêîáêè, ïèñàòü A ` B.
Çíàê ` ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì îòíîøåíèÿ ïðåäïîðÿäêà íà
ìíîæåñòâå A.
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Ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè �

� îäíà èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì ëþáîãî ëîãè÷åñêîãî
èñ÷èñëåíèÿ L: ¾âûâîäèìà ëè â L äàííàÿ ôîðìóëà?¿.

` A � ìîæíî ëèáî ïðåäúÿâèòü ñîîòâåòñòâóþùèé âûâîä, ëèáî
äîêàçàòü åãî ñóùåñòâîâàíèå;

6` A � âîçìîæíî ëèøü äàòü äîêàçàòåëüñòâî íåñóùåñòâîâàíèÿ
âûâîäà A.

Ìåòàòåîðèÿ � òåîðèÿ, èçó÷àþùàÿ ÿçûê, ñòðóêòóðó è ñâîéñòâà
íåêîòîðîé äðóãîé (ïðåäìåòíîé, èëè îáúåêòíîé) òåîðèè:

êîððåêòíîñòü,
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü,
ðàçëè÷íûå âèäû ïîëíîòû,
ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè,
íåçàâèñèìîñòü ñèñòåì àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà
...
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Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÊÈÂ: îïðåäåëåíèå

Åñëè ê ñõåìàì àêñèîì äîáàâèòü åù¼ îäíó:

11 A ∨ ¬A � ëîãè÷åñêèé çàêîí TND
(ëàò. tertium non datur, ¾òðåòüåãî íå äàíî¿),

òî ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÊÈÂ.

Òîãäà êàæäîé ëîãè÷åñêîé ïåðåìåííîé ìîæíî ïðèïèñàòü îäíî
èç äâóõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé 1 èëè 0, ïîíèìàåìûõ êàê
¾èñòèíà¿ è ¾ëîæü¿ ñîîòâåòñòâåííî, è ïî ïðàâèëàì

|¬A| = 1 ⇔ |A| = 0;

|ANB| = 1 ⇔ |A| = |B| = 1;

|A ∨B| = 0 ⇔ |A| = |B| = 0;

|A ��B| = 1 ⇔ |B| = 1 èëè |A| = 0.

ïîëó÷èòü îöåíêó |F | ∈ {1,0} ëþáîé ôîðìóëû F .
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ÊÈÂ: òàâòîëîãèè

Ôîðìóëû, èñòèííûå ïðè ëþáûõ èíòåðïðåòàöèÿõ � âîçìîæíûõ
âàðèàíòàõ ïðèïèñûâàíèé ëîãè÷åñêèì ïåðåìåííûì çíà÷åíèé (1
èëè 0) � íàçûâàþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.

Ïðèìåðû: âñå àêñèîìû 1�11, ¬¬x ��x, ¬(x ∨ y) ��¬xN¬y, ...
Â ÊÈÂ âûâîäèìûìè îêàçûâàþòñÿ âñå òàâòîëîãèè è òîëüêî îíè
⇒ ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ôîðìóëû íà
òàâòîëîãè÷íîñòü.

Â ÈÈÂ çàäà÷à ðàäèêàëüíî óñëîæíÿåòñÿ: ýòî èñ÷èñëåíèå íå
èìååò êîíå÷íîçíà÷íîé èíòåðïðåòàöèè, ò.å. åñëè â ëþáîì
êîíå÷íîì íàáîðå Tr = {0, 1, . . . , k − 1} îáúÿâèâ çíà÷åíèå 0
âûäåëåííûì è çàäàâ ïðàâèëà îöåíêè ôîðìóë òàê, ÷òîáû ïðè
âñåõ èíòåðïðåòàöèÿõ ïåðåìåííûì èç V ar çíà÷åíèé èç Tr âñå
àêñèîìû âñåãäà ïðèíèìàëè áû òîëüêî çíà÷åíèå 0, íàéä¼òñÿ
íåâûâîäèìàÿ ôîðìóëà ÈÈÂ òàêàÿ, ÷òî å¼ îöåíêà òîæå âñåãäà
áóäåò ïðèíèìàòü âûäåëåííîå çíà÷åíèå.
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ÈÈÂ: ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Ëþáàÿ âûâîäèìàÿ â ÈÈÂ ôîðìóëà âûâîäèìà è â ÊÈÂ.

Îáðàòíîå íåâåðíî: íàïðèìåð, ôîðìóëû, ïîëó÷àåìûå èç
ñõåìû TND è ¬¬x ��x, ¬(x∨ y) ��¬xN¬y, ... íåâûâîäèìû
â ÈÈÂ.

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûâîäèìîñòè â ÈÈÂ ïðèìåíèì
ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè øêàë Êðèïêå.

Ñîë Êðèïêå (Saul Aaron Kripke, 1940)
� àìåðèêàíñêèé ôèëîñîô è ëîãèê,
îäèí èç äåñÿòè âûäàþùèõñÿ ôèëîñîôîâ
ïîñëåäíèõ 200 ëåò.
Åù¼ þíîøåé âí¼ñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â
ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó, ôèëîñîôèþ
ìàòåìàòèêè è òåîðèþ ìíîæåñòâ.
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Øêàëû Êðèïêå: ïîñòðîåíèå

×òîáû çàäàòü òàêóþ øêàëó íóæíî:

óêàçàòü ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈W,6 〉, ýëåìåíòû íîñèòåëÿ
êîòîðîãî íàçûâàþò ìèðàìè;

äëÿ êàæäîãî ìèðà óêàçàòü, êàêèå èç ëîãè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ â í¼ì ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè (îñòàëüíûå
ïåðåìåííûå â ýòîì ìèðå ëîæíû).

Ôàêò èñòèííîñòè ïåðåìåííîé x â ìèðå w çàïèñûâàþò
ñèìâîëè÷åñêè w 
 x, ëîæíîñòè � w 6
 x.
Ïðè ôîðìèðîâàíèè øêàëû Êðèïêå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

u 6 v è u 
 x ⇒ v 
 x,

ò.å., êàê ãîâîðÿò, ¾îáëàñòü èñòèííîñòè ïåðåìåííîé íàñëåäóåòñÿ
ââåðõ¿ èëè ¾ñîõðàíÿåòñÿ â á�îëüøèõ ìèðàõ¿.
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Øêàëû Êðèïêå: èíòåðïðåòàöèÿ ïîðÿäêà è ôîðìàëüíîå
îïðåäåëåíèå

Íåôîðìàëüíî ïîðÿäîê u 6 v ìåæäó ìèðàìè èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê òî, ÷òî ìèð v åñòü ñîñòîÿíèå ìèðà u â ñëåäóþùèé ìîìåíò
âðåìåíè, ïîíèìàÿ âðåìÿ íå â ôèçè÷åñêîì, à â ëîãè÷åñêîì
ñìûñëå: êàæäûé ìèð îïèñûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì çíàíèé â äàííûé
ìîìåíò è îäíàæäû óñòàíîâëåííàÿ èñòèííîñòü èëè äîêàçàííûé
ôàêò îñòà¼òñÿ òàêîâûì è âïîñëåäñòâèè.

Ëîãè÷åñêîå âðåìÿ íå îáÿçàòåëüíî îáëàäàåò ëèíåéíûì
ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå

Øêàëà Êðèïêå åñòü òðîéêà 〈W, 6, 
 〉, ãäå ðåäóêò 〈W, 6 〉 �
÷.ó. ìíîæåñòâî, à 
⊆W×V ar � ñîîòâåòñòâèå ¾îäèí êî
ìíîãèì¿, ñòàâÿùåå êàæäîìó ìèðó ñîâîêóïíîñòü èñòèííûõ â
í¼ì ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
íàñëåäîâàíèÿ èñòèííîñòè.
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Øêàëû Êðèïêå: èñòèííîñòü ôîðìóëû â ìèðàõ

Äëÿ ïîñòðîåííîé øêàëû Êðèïêå îïðåäåëèì èñòèííîñòü äàííîé
ôîðìóëû A â ëþáîì ìèðå w:

w 
 ANB ⇔ w 
 A è w 
 B;

w 
 A ∨B ⇔ w 
 A èëè w 
 B;

w 
 A ��B ⇔ ∀(u > w) u 
 B èëè u 6
 A;

w 
 ¬A ⇔ ∀(u > w) u 6
 A
(ò.å. åñëè 
 ¬A, òî íå ñóùåñòâóåò áîëüøåãî ìèðà, â
êîòîðîì áû 
 A).

Ââåä¼ííûå øêàëû Êðèïêå çàäàþò ñåìàíòèêó ÈÈÂ, ïðèäàâàÿ
ñìûñë ôîðìóëàì � ðàçäåëÿÿ èõ íà èñòèííûå è ëîæíûå â
äàííîì ìèðå.
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Øêàëû Êðèïêå: èñòèííîñòü ôîðìóëû â ìèðàõ...

Èñòèííàÿ â äàííîì ìèðå ôîðìóëà îñòà¼òñÿ èñòèííîé è â
ñòàðøèõ (á�îëüøèõ) ìèðàõ.

Ëîæíàÿ â äàííîì ìèðå ôîðìóëà áûëà ëîæíîé è âî âñåõ
ìëàäøèõ (ìåíüøèõ) ìèðàõ.

Åñëè ôîðìóëà ñîäåðæèò òîëüêî ñâÿçêè N è ∨, òî å¼
èñòèííîñòü â äàííîì ìèðå íå çàâèñèò îò å¼ èñòèííîñòè â
äðóãèõ ìèðàõ.

Èñòèííîñòè èìïëèêàöèè è îòðèöàíèÿ èñïîëüçóþò ïîðÿäîê
íà ìíîæåñòâå ìèðîâ.

Ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåãî ÿâëÿåòñÿ ôàêò íåçàâèñèìîñòè
èìïëèêàöèè îò äðóãèõ ñâÿçîê: â ÈÈÂ, íàïðèìåð, ôîðìóëû
A ��B è ¬A ∨B ëîãè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíû.
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Øêàëû Êðèïêå: òðè âàðèàíòà èñòèííîñòè ôîðìóëû â øêàëå
èç äâóõ ñâÿçàííûõ ìèðîâ
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Øêàëû Êðèïêå: òåîðåìà êîððåêòíîñòè

Òåîðåìà (êîððåêòíîñòè ÈÈÂ îòíîñèòåëüíî øêàë Êðèïêå)

Ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ â ÈÈÂ, èñòèíà âî âñåõ ìèðàõ âñåõ øêàë
Êðèïêå.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîêàæåì, ÷òî (1) âñå àêñèîìû èñòèíû âî âñåõ ìèðàõ è
(2) ïðàâèëî MP ñîõðàíÿåò èñòèííîñòü.

Âòîðîå î÷åâèäíî: åñëè è A, è A ��B èñòèíû âî âñåõ ìèðàõ, òî
B áóäåò òàêæå èñòèíà âî âñåõ ìèðàõ.

Çàìå÷àíèå: ÷òîáû â ìèðå w ïðîâåðèòü îöåíêó

èñòèííîñòü èìïëèêàöèè A ��B íàäî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî
w 
 A ⇒ w 
 B (w 6
 A ýòà èìïëèêàöèÿ ïîäàâíî èñòèíà);
ëîæíîñòü èìïëèêàöèè A ��B íàäî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî
w 
 A ⇒ w 6
 B.
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Ìîäåëè Êðèïêå

Øêàëû Êðèïêå: òåîðåìà êîððåêòíîñòè

Òåîðåìà (êîððåêòíîñòè ÈÈÂ îòíîñèòåëüíî øêàë Êðèïêå)

Ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ â ÈÈÂ, èñòèíà âî âñåõ ìèðàõ âñåõ øêàë
Êðèïêå.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîêàæåì, ÷òî (1) âñå àêñèîìû èñòèíû âî âñåõ ìèðàõ è
(2) ïðàâèëî MP ñîõðàíÿåò èñòèííîñòü.

Âòîðîå î÷åâèäíî: åñëè è A, è A ��B èñòèíû âî âñåõ ìèðàõ, òî
B áóäåò òàêæå èñòèíà âî âñåõ ìèðàõ.

Çàìå÷àíèå: ÷òîáû â ìèðå w ïðîâåðèòü îöåíêó

èñòèííîñòü èìïëèêàöèè A ��B íàäî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî
w 
 A ⇒ w 
 B (w 6
 A ýòà èìïëèêàöèÿ ïîäàâíî èñòèíà);
ëîæíîñòü èìïëèêàöèè A ��B íàäî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî
w 
 A ⇒ w 6
 B.
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Ìîäåëè Êðèïêå

Øêàëû Êðèïêå: òåîðåìà êîððåêòíîñòè...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïðîâåðèì 1-þ àêñèîìó A ��(B ��A).
Åñëè â íåêîòîðîì ìèðå u èìååò ìåñòî u 
 A, òî âî âñåõ ìèðàõ
v > u (â òîì ÷èñëå è â u) ñïðàâåäëèâî v 
 B ��A.
Ïðîâåðèì 2-þ àêñèîìó (A ��(B ��C)) ��((A ��B) ��(A ��C)).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìèð u, ãäå îíà ëîæíà ⇒ â í¼ì äîëæíû áûòü
èñòèíû ôîðìóëû A ��(B ��C), A ��B è A, à C � ëîæíà.
Íî èç u 
 A è u 
 A ��B ñëåäóåò v � B âî âñåõ ìèðàõ v > u.
Ïðè u � A ��(B ��C) ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü w � C âî
âñåõ ìèðàõ w > v.
Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü u � C � ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëüíûå àêñèîìû ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî è åù¼ ïðîùå.
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Ìîäåëè Êðèïêå

Øêàëû Êðèïêå: òåîðåìà êîððåêòíîñòè � âàæíîå ...

Ñëåäñòâèå

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûâîäèìîñòè ôîðìóëû â ÈÈÂ
äîñòàòî÷íî óêàçàòü øêàëó Êðèïêå, â îäíîì èç ìèðîâ êîòîðîé
îíà ëîæíà.

Òàêàÿ øêàëà íàçûâàåòñÿ êîíòðìîäåëüþ äëÿ äàííîé ôîðìóëû.

Ñóùåñòâóåò êîíòðìîäåëü, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåâûì äåðåâîì, â
êîòîðîé ìèð ñ ëîæíîé ôîðìóëîé � åãî êîðíåì.

Ïðèìåð

Ïîñòîèì øêàëó Êðèïêå, ñîäåðæàùóþ ìèð, â êîòîðîì ôîðìóëà
x ∨ ¬x ëîæíà.
Âîçüì¼ì äâà ìèðà u è v òàêèå, ÷òî u 6 v, u 6
 x è v 
 x.
Òîãäà v 6
 ¬x, îòêóäà u 6
 ¬x, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü äà¼ò
u 6
 x ∨ ¬x (íî v 
 x ∨ ¬x).
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Ìîäåëè Êðèïêå

Êîíòðìîäåëü äëÿ x ∨ ¬x (1)
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Ìîäåëè Êðèïêå

Êîíòðìîäåëü äëÿ x ∨ ¬x (2)
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Ìîäåëè Êðèïêå

Âèçóàëèçàöèÿ êîíòðìîäåëè äëÿ x ∨ ¬x (3)
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Ìîäåëè Êðèïêå

Êîíòðìîäåëü äëÿ x ∨ ¬x (4)
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Ìîäåëè Êðèïêå

Êîíòðìîäåëü äëÿ x ∨ ¬x (5)



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü IV: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 83 / 85

Ìîäåëè Êðèïêå

Êîíòðìîäåëü äëÿ ¬x ∨ ¬¬x

Ïóñòü â ìèðå u äàííàÿ ôîðìóëà ëîæíà, ò.å. u 6
 ¬x ∨ ¬¬x.
Òîãäà u 6
 ¬x è u 6
 ¬¬x.
Ïîñòðîèì äâà íåñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé ìèðà v è w, á�îëüøèå
u, â êîòîðûõ:

v 6
 ¬x è v 
 ¬¬x ;
w 6
 ¬¬x è w 
 ¬¬x.

Èñêîìàÿ êîíòðìîäåëü ïîëó÷åíà:

ïðàâèëà èñòèííîñòè è ëîæíîñòè ôîðìóë â ìîäåëè
ñîáëþäåíû;
ôîðìóëà x áóäåò èñòèííà òîëüêî â ìèðå v.
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Ìîäåëè Êðèïêå

Êîíòðìîäåëü äëÿ ¬x ∨ ¬¬x...
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Ìîäåëè Êðèïêå

Øêàëû Êðèïêå: ïðèìåíåíèå

Ìåòîä àâòîìàòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (àíãë. model checking), ïîçâîëÿåò
ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè çàäàííàÿ ìîäåëü ñèñòåìû
ôîðìàëüíûì ñïåöèôèêàöèÿì. Â êà÷åñòâå ìîäåëè îáû÷íî
èñïîëüçóþò øêàëû Êðèïêå, à äëÿ ñïåöèôèêàöèè
àïïàðàòíîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ � òåìïîðàëüíóþ
(âðåìåííóþ) ëîãèêó.

Ìîäàëüíûå ëîãèêè ôîðìàëèçóþò ñèëüíûå è ñëàáûå
ìîäàëüíûå âûðàæåíèÿ âèäà ¾íåîáõîäèìî/âîçìîæíî¿,
¾âñåãäà/èíîãäà¿, ¾çäåñü/ãäå-òî¿ è ò.ä. Çàìåíèâ â
îïðåäåëåíèè øêàëû Êðèïêå ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà

îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè � ïîëó÷èì ñåìàíòèêó äëÿ

áðàóýðîâîé ëîãèêè B;

àìîðôíîå îòíîøåíèå � ñåìàíòèêó äëÿ ëîãèêè S5;

äèàãîíàëüíîå � ìîäåëü äëÿ ìîäàëüíîé ëîãèêè M.
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