
О стохастическом 
экстраградиентном методе 

для вариационных неравенств

Московский физико-технический институт
Физтех-школа прикладной математики и информатики

Кафедра интеллектуальных систем

Дмитрий Ковалев

Научный руководитель: д.ф-м.н. Гасников А.В. 



Вариационное неравенство

<latexit sha1_base64="QxG4mtKgQxu7TpsOTZZZPe5mBJI="></latexit>

g : Rd ! R [ {+1} – µ-сильно выпуклая
замкнутая функция

<latexit sha1_base64="YhY8gEtC+oIPTE0lSTR1gDl/0qA="></latexit>

F : Rd ! Rd – монотонный
L-липшицев оператор

<latexit sha1_base64="eC3m+tywADodY6BPSFDkMM2LNr0="></latexit>

Найти вектор x⇤ 2 Rd, удовлетворяющий

g(x)� g (x⇤) + hF (x⇤) , x� x⇤i � 0 для всех x 2 Rd



Стохастическое вариационное неравенство
<latexit sha1_base64="eC3m+tywADodY6BPSFDkMM2LNr0="></latexit>

Найти вектор x⇤ 2 Rd, удовлетворяющий

g(x)� g (x⇤) + hF (x⇤) , x� x⇤i � 0 для всех x 2 Rd

<latexit sha1_base64="3j8RTUw+9OD+8FGhDk8YbkgKhDo=">AAACCnicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWgR2k1JRFQQoSiKywr2AkkIk+m0HTq5MDORlpC1G1/FjQtF3PoE7nwbJ20W2vrDwMd/zmHO+b2IUSEN41srLCwuLa8UV0tr6xubW/r2TkuEMcekiUMW8o6HBGE0IE1JJSOdiBPke4y0veFVVm8/EC5oGNzLcUQcH/UD2qMYSWW5+v5NZVS9sH0kB56XXKduYo9oaikXnkOFVcfVy0bNmAjOg5lDGeRquPqX3Q1x7JNAYoaEsEwjkk6CuKSYkbRkx4JECA9Rn1gKA+QT4SSTU1J4qJwu7IVcvUDCift7IkG+EGPfU53ZzmK2lpn/1axY9s6chAZRLEmApx/1YgZlCLNcYJdygiUbK0CYU7UrxAPEEZYqvZIKwZw9eR5aRzXzpGbeHZfrl3kcRbAHDkAFmOAU1MEtaIAmwOARPINX8KY9aS/au/YxbS1o+cwu+CPt8wdNlplh</latexit>

F (x) = E⇠[F (x; ⇠)]

<latexit sha1_base64="69p/UUI6s3veOyBzTwEWUgwRhYc="></latexit>

F (x; ⇠) – почти наверное монотонный
L-липшицев оператор

<latexit sha1_base64="t5kUi33ZILCchBRGbEjefVinobw="></latexit>

⇠ – случайный вектор



Пример: стохастическая минимизация

<latexit sha1_base64="H5rkYTBwI6eBqHND4Z4E9GGrcHA=">AAACAXicbVDLSgMxFM3UV62vqhvBTbAIdVNmRFQQoSiIywr2AZ2h3EkzbWgmMyQZaSl146+4caGIW//CnX9j2s5CWw9cODnnXnLv8WPOlLbtbyuzsLi0vJJdza2tb2xu5bd3aipKJKFVEvFINnxQlDNBq5ppThuxpBD6nNb93vXYrz9QqVgk7vUgpl4IHcECRkAbqZXfuyn2L9w+O7p0BfgccJC+W/mCXbInwPPESUkBpai08l9uOyJJSIUmHJRqOnasvSFIzQino5ybKBoD6UGHNg0VEFLlDScXjPChUdo4iKQpofFE/T0xhFCpQeibzhB0V816Y/E/r5no4NwbMhEnmgoy/ShIONYRHseB20xSovnAECCSmV0x6YIEok1oOROCM3vyPKkdl5zTknN3UihfpXFk0T46QEXkoDNURreogqqIoEf0jF7Rm/VkvVjv1se0NWOlM7voD6zPH0+RlYY=</latexit>

F (x; ⇠) = rf(x; ⇠)

<latexit sha1_base64="PQigw5aczT+dZZGmLihHe1DKWdQ="></latexit>

min
x2Rd

E⇠[f(x; ⇠)] + g(x)

<latexit sha1_base64="JgoWMQsvQSykN6sBuZmZ2Kr+RWA="></latexit>

f(x; ⇠) : Rd ! R – почти наверное выпуклая
L-гладкая функция



Пример: стохастическая седловая задача

<latexit sha1_base64="edNJoK+3IV+qfFqAAyghBdEsQ38="></latexit>

f(x, y; ⇠) : Rdx ⇥ Rdy ! R – почти наверное
выпуклая по x и вогнутая по y

L-гладкая функция

<latexit sha1_base64="PZ/WJwx9iLOnXZ2jPPewEOrpL4s="></latexit>

min
x2Rdx

max
y2Rdy

E⇠[f(x, y; ⇠)] + gx(x)� gy(y)

<latexit sha1_base64="8AHULCzACF9hoF6v2/s1mICX7DI="></latexit>

gx(x) : Rdx ! R и gy(y) : Rdx ! R –
µ-сильно выпуклые функции

<latexit sha1_base64="GaiOS6cKkZmqSmwn6WsF5C7ksl0="></latexit>

F ((x, y); ⇠) =


rxf(x, y; ⇠)
�ryf(x, y; ⇠)

�
, g((x, y)) = gx(x) + gy(y)



Экстраградиентный алгоритм

<latexit sha1_base64="kK9Hhlta4vmPCUdWWZs+vanlYUk="></latexit>

градиентный шаг из xt

<latexit sha1_base64="ysSf1cLhAm0Mu3HSm49saesDhu4="></latexit>промежуточная точка

<latexit sha1_base64="JwTTWva33rQ+EerhnVYiJ5vhgs0="></latexit>

градиентный шаг из xt с градиентом взятым в yt



Стохастический экстраградиентный
алгоритм

<latexit sha1_base64="sCIOrZEwmi71Tsj+b8+DAmeeEw0=">AAAB9XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBDiJeyKqOAlKIjHCOYBySbMTibJkNkHM72asOQ/vHhQxKv/4s2/cZLsQRMLGoqqbrq7vEgKjbb9bS0tr6yurWc2sptb2zu7ub39qg5jxXiFhTJUdY9qLkXAKyhQ8nqkOPU9yWve4Gbi1x650iIMHnAUcdenvUB0BaNopNZtYdjCq+ZQtLDtnLRzebtoT0EWiZOSPKQot3NfzU7IYp8HyCTVuuHYEboJVSiY5ONsM9Y8omxAe7xhaEB9rt1kevWYHBulQ7qhMhUgmaq/JxLqaz3yPdPpU+zreW8i/uc1YuxeuokIohh5wGaLurEkGJJJBKQjFGcoR4ZQpoS5lbA+VZShCSprQnDmX14k1dOic1507s/ypes0jgwcwhEUwIELKMEdlKECDBQ8wyu8WU/Wi/Vufcxal6x05gD+wPr8AV3Gkcc=</latexit>

F (xt; ⇠t1)
<latexit sha1_base64="y2jpCedpWdJ2ICfId2gdgNIuds0=">AAAB9XicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSLUS0mKqOClKIjHCvYD2rRstpt26WYTdidqCP0fXjwo4tX/4s1/47bNQVsfDDzem2FmnhcJrsG2v62l5ZXVtfXcRn5za3tnt7C339BhrCir01CEquURzQSXrA4cBGtFipHAE6zpja4nfvOBKc1DeQ9JxNyADCT3OSVgpO5NKenCZeeJd6FXOekVinbZngIvEicjRZSh1it8dfohjQMmgQqidduxI3BTooBTwcb5TqxZROiIDFjbUEkCpt10evUYHxulj/1QmZKAp+rviZQEWieBZzoDAkM9703E/7x2DP6Fm3IZxcAknS3yY4EhxJMIcJ8rRkEkhhCquLkV0yFRhIIJKm9CcOZfXiSNStk5Kzt3p8XqVRZHDh2iI1RCDjpHVXSLaqiOKFLoGb2iN+vRerHerY9Z65KVzRygP7A+fwBg2pHJ</latexit>

F (yt; ⇠t2)

<latexit sha1_base64="nUTH4a7UXpTUXXA5m9yfQRyizYE="></latexit>

Векторы ⇠t1 и ⇠t2 равны или выбраны независимо?



Экстраградиент с независимыми сэмплами:
Judistsky et al., 2011

<latexit sha1_base64="C24BPuwiMl3jJdEOP9lfR7bT/9g="></latexit>

требует равномерную ограниченность шума
на всем пространстве для сходимости

<latexit sha1_base64="CM9prEnMe5meMdiqwPfgC9qN4B4="></latexit>

расходится на простой билинейной седловой задаче
когда область определения неограничена



Предлагаемый подход:
экстраградиент с одинаковыми сэмплами

<latexit sha1_base64="iX0m463uCf88M0w5OZStFF/f9X0="></latexit>

требует ограниченность шума только в оптимуме!



Эксперимент: билинейная седловая задача



Эксперимент: генерация смеси гауссиан



Эксперимент: GAN, CelebA


