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ЕМ-алгоритм
Пусть D – наблюдаемые переменные, Z – скрытые переменные.
p(D, Z|Θ) = p(D|Z, Θ)p(Z|Θ), Θ ∈ Ω – выпуклое множество.

Вопрос 1: как решить задачу p(D|Θ) =

∫
p(D, Z|Θ)dZ → max

Θ∈Ω
?

EM-алгоритм

log p(D|Θ) = Eq(Z) log
p(D, Z|Θ)

q(Z)︸ ︷︷ ︸
F (q,Θ)

+DKL(q(Z)∥p(Z|D, Θ))︸ ︷︷ ︸
≥0

.

Идея 1: p(D|Θ) → max
Θ

заменим на F (q, Θ) → max
q,Θ

.

Идея 2: Пошагово оптимизируем по Θ и q, то есть
1 E-шаг: qs = F (q, Θs−1) → max

q
;

2 M-шаг: Θs = F (qs, Θ) → max
Θ∈Ω

.

Qn(Θ
′|Θ) :=

1

n

n∑
i=1

Ep(zi|Di, Θ) log p(Di, zi|Θ′), Q(Θ′|Θ) := EQn(Θ
′|Θ),

Mn(Θ) := arg max
Θ′∈Ω

Qn(Θ
′|Θ), M(Θ) := arg max

Θ′∈Ω
Q(Θ′|Θ).

Вопрос 2: чему соответствуют M(.) и Mn(.)?
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Пример: разделение смеси гауссиан

Пусть задано p(x|Θ) =
1

2
N (x|Θ∗, σ2I) +

1

2
N (x| −Θ∗, σ2I), x ∈ Rd.

Скрытая переменная z ∈ {0, 1}, p(z) = Ber(0.5).
p(x|z = 0, Θ) = N (x| −Θ, σ2I), p(x|z = 1, Θ) = N (x|Θ, σ2I)
Выполняем Е-шаг (считаем Θ фиксированным)
q(zi = 1) = p(zi = 1|xi, Θ),

p(zi = 1|xi, Θ) = e−
∥xi−Θ∥2

2σ2 [e−
∥xi−Θ∥2

2σ2 + e−
∥xi+Θ∥2

2σ2 ]−1 := wΘ(xi).
Выполняем М-шаг (считаем q(zi) фиксированным)

Qn(Θ
′|Θ) ∝ − 1

2σ2

n∑
i=1

[wΘ(xi)∥xi −Θ′∥2 + (1− wΘ(xi))∥xi +Θ′∥2],

Mn(Θ) =
2

n

n∑
i=1

wΘ(xi)xi −
1

n

n∑
i=1

xi, M(Θ) = 2E[wΘ(x)x].
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Анализ сходимости ЕМ-алгоритма I

Предложение 1 (self-consistency)
Пусть Θ∗ ∈ argmax

Θ∈Ω
E log p(Di|Θ). Тогда Θ∗ ∈ argmax

Θ∈Ω
Q(Θ|Θ∗).

Предположение 1
Пусть q(.) := Q(.|Θ∗) является λ-сильно вогнутой в шаре Br(Θ

∗):

q(Θ1)− q(Θ2)− ⟨∇q(Θ2),Θ1 −Θ2⟩ ≤ −λ

2
∥Θ1 −Θ2∥2

Вопрос 3: выполнено ли условие выше для смеси гауссиан?

Предположение 2 (First-order Stability (FOS))
Пусть для любого Θ ∈ Br(Θ

∗) и некоторого γ ≥ 0

∥∇Q(M(Θ)|Θ∗)−∇Q(M(Θ)|Θ)∥2 ≤ γ∥Θ−Θ∗∥2

Замечание: для смеси гауссиан выполнено
2

σ2
E[∥(wΘ(x)− wΘ∗(x))x∥2] ≤ γ∥Θ−Θ∗∥2.
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Анализ сходимости ЕМ-алгоритма II

Теорема 1
Для некоторого r > 0 и чисел 0 ≤ γ < λ предположим, что Q(.|Θ∗)
является λ-сильно вогнутой в Br(Θ

∗), а также выполнено условие FOS(γ)
в Br(Θ

∗). Тогда для любого Θ ∈ Br(Θ
∗)

∥M(Θ)−Θ∗∥2 ≤
γ

λ
∥Θ−Θ∗∥2.

Доказательство: запишем условие оптимальности первого порядка:
⟨∇Q(Θ∗|Θ∗),M(Θ)−Θ∗⟩ ≤ 0, ⟨∇Q(M(Θ)|Θ),Θ∗ −M(Θ)⟩ ≤ 0.

⇒⟨∇Q(M(Θ)|Θ∗)−∇Q(Θ∗|Θ∗),Θ∗ −M(Θ)⟩ ≤
⟨∇Q(M(Θ)|Θ∗)−∇Q(M(Θ)|Θ),Θ∗ −M(Θ)⟩.

Воспользуемся λ-сильной вогнутостью:
⟨∇Q(M(Θ)|Θ∗)−∇Q(Θ∗|Θ∗),Θ∗ −M(Θ)⟩ ≥ λ∥Θ∗ −M(Θ)∥22

Воспользуемся FOS(γ), а также неравенством КБШ:
λ∥Θ∗ −M(Θ)∥22 ≤ γ∥Θ∗ −M(Θ)∥2 · ∥Θ∗ −Θ∥2
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Анализ сходимости ЕМ-алгоритма III

Предположение 3
Пусть для заданного δ ∈ (0, 1) и объема выборки n с вероятностью хотя
бы 1− δ выполнено sup

Θ∈Br(Θ
∗)
∥Mn(Θ)−M(Θ)∥2 ≤ ε(n, δ).

Теорема 2
Пусть оператор M является сжимающим в Br(Θ

∗) с параметром
κ ∈ (0, 1). Пусть Θ0 ∈ Br(Θ

∗), а также ε(n, δ) ≤ (1− κ)∥Θ∗ −Θ0∥. Тогда
с вероятностью хотя бы 1− δ:

∥Θt −Θ∗∥2 ≤ κt∥Θ0 −Θ∗∥2 + (1− κ)−1ε(n, δ).

Доказательство: Докажем по индукции, что c вероятностью хотя бы
1− δ выполнено ∥Θt+1 −Θ∗∥2 ≤ κ∥Θt −Θ∗∥2 + ε(n, δ) ≤ r. База
очевидна. Докажем переход:

∥Θt+1 −Θ∗∥2 = ∥Mn(Θ
t)−Θ∗∥2 ≤ ∥Mn(Θ

t)−M(Θt)∥2 + ∥M(Θt)−Θ∗∥2 ≤
ε(n, δ) + κ∥Θt −Θ∗∥2 ≤ r(1− κ) + κr ≤ r.

⇒ ∥Θt −Θ∗∥2 ≤ κt∥Θ0 −Θ∗∥2 +

(
t−1∑
s=0

κs

)
ε(n, δ) ≤ κt∥Θ0 −Θ∗∥2 +

ε(n, δ)

1− κ
.
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Сходимость ЕМ-алгоритма для модели разделения
смеси гауссиан

Теорема 3

Пусть для достаточно большого η выполнено
∥Θ∗∥2

σ
> η. Тогда найдется

универсальная константа c > 0 такая, что оператор M является

сжимающим в шаре Br(Θ
∗), где κ(η) ≤ e−cη2 , r =

∥Θ∗∥2
4

.

Теорема 4
Пусть выполнены условия теоремы 3. Пусть также n ≥ c1d log(1/δ). Тогда
для любого Θ0 ∈ B∥Θ∗∥/4(Θ

∗) с вероятностью хотя бы 1− δ выполнено

∥Θt −Θ∗∥2 ≤ κt∥Θ0 −Θ∗∥2 +
c2∥Θ∗∥2

√
∥Θ∗∥22 + σ2

1− κ

√
d

n
log(1/δ),

где c1, c2 – универсальные константы.
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Сходимость ЕМ-алгоритма на примере модели
разделения смеси гауссиан
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log( t * 2), = 0.7
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Параметры эксперимента
n = 104

d = 10

∥Θ∗∥2 = 1

∥Θ0−Θ∗∥2 =
∥Θ∗∥2

4

Замечание: для ∥Θt −Θ∞∥2 также можно показать линейную
сходимость.
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