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1 Быстрые порядки

На прошлой лекции мы выяснили, что для классов, обладающих конечной раз-
мерностью Вапника–Червоненкиса можно получить оценку избыточного риска вида

L(f̂)− L(f ∗F) ≤ C

√
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n
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√
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)
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,

где неравенство выполняется с вероятностью не меньшей 1 − δ. Ставится вопрос,
а не является ли порядок O( 1√

n
) слишком пессимистичным. Рассмотрим пример:

Пусть некоторая функция f принимает значения 0 и 1 с вероятностями p и 1 − p
соответственно. С помощью неравенства Хеффдинга имеем

P f − Pn f ≤

√
2 log(1

δ
)

n

Оказывается, что неравенство точно отражает скорость сходимости частот к веро-
ятностям только если P f = 1

2
.

Утв. 1.1 (Неравенство Бернштейна). Пусть X1, . . . , Xn независимые центриро-

ванные случайные величины, такие что |Xi| ≤ c. Пусть σ2 = 1
n

n∑
i=1

D(Xi). Тогда для

любого ε ≥ 0:

P

(
1

n

n∑
i=1

xi ≥ ε

)
≤ exp

(
− nε2

2σ2 + 2cε/3

)
Доказательство.

Пусть Fi =
∞∑
r=2

λr−2E(Xr
i )

r!σ2
i

, где σ2
i = EX2

i . Очевидно, что

E exp(λXi) = 1 +
∞∑
r=2

EXr
i

r!
= 1 + Fiλ

2σ2
i ≤ exp(Fiλ

2σ2
i ).
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С помощью неравенства Коши–Буняковского имеем

EXr
i ≤ EXr−1

i Xi ≤ σi
(
E|Xr−1

i |2
) 1

2

Продолжая так m раз и устремляя m к бесконечности получим, что EXr
i ≤ σ2

i c
r−2.

Подставляя это выражение в формулу для Fi получаем, что

Fi ≤
1

λ2c2

∞∑
r=2

λrcr

r!
=

1

λ2c2
(exp(λc)− 1− λc).

В результате с помощью метода Чернова:
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Фиксируем λ = 1

c
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)
и получаем, что
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Пусть H(x) = (1 + x) log(1 + x)− x. Тогда

P
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Чтобы получить неравенство Бернштейна осталось вместо H(x) подставить ее ниж-
нюю оценку G(x) = 3

2
x2

x+3
. �

Обращая неравенство Бернштейна для предыдущего примера и учитывая P f ≤
P f(1− P f) получаем, что

P f − Pn f ≤

√
2P f log(1

δ
)

n
+

2 log(1
δ
)

3n
.

В областях с малым математическим ожиданием скорость сходимости частот к ве-
роятностям значительно лучше.

Рассмотрим теперь задачу бинарной классификации с классами {−1, 1} и ин-
дикатороной функцией потерь. Тогда байесовское решающее правило имеет вид

f ∗(x) = sign(η(x)).

где η(x) = E[Y |X = x].

Упр. 1.1. Докажите оптимальность Байесовского решающего правила.

Опр. 1.1 (Условия малого шума Массара). Пусть f ∗ ∈ F . Говорят, что для
распределения P на (X, Y ) и семейства F выполнено условие малого шума, если с
вероятностью единица

|η(x)| ≥ 1

c

для некоторой константы c.
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Упр. 1.2. Докажите, что для всех f ∈ F имеет место соотношение:

L(f)− L(f∗) = E (|η(X)|I[f(X)f∗(X) < 0]|) .

Утв. 1.2. Условие малого шума эквивалентно тому, что для любой g ∈ (` ◦ F)∗:

P g2 ≤ cP g.

Доказательство.
Пусть g ∈ (` ◦ F)∗ соответствует f ∈ F . Тогда

P g = L(f)− L(f ∗) =
E (|η(X)|I[f(X)f ∗(X) < 0]) ≥
1

c
E (I[f(X)f ∗(X) < 0]) .

C другой стороны

P g2 =

E (I[f(X) 6= Y ]− I[f ∗(X) 6= Y ])2 =

E (I[f(X) 6= f ∗(X)]) =

E (I[f(X)f ∗(X) < 0]) .

�

Утв. 1.3. Для неотрицательных чисел A,B,C имеет место, что если A ≤ B+C
√
A,

то A ≤ B + C2 +
√
BC

Теорема 1.4. В задаче классификации с бинарной функцией потерь в случае, если
|F| = N и выполнено условие малого шума Массара c константой c, то для миними-
затора эмпирического риска f̂ :

L(f̂)− L(f ∗) ≤
2(1 + 3

√
c+ c) log(N

δ
)

3n

Доказательство.
Пусть h ∈ (` ◦ F)∗. Пусть Dh — дисперсия h. Тогда с помощью неравенства

Бернштейна с вероятностью не меньшей 1− δ:

Ph ≤ Pn h+

√
2Dh log(1

δ
)

n
+

2 log(1
δ
)

3n
.

Объединяя с помощью неравенства Буля предыдущее неравенство по всему классу,
имеем с вероятностью не меньшей 1− δ одновременно для всех g ∈ (` ◦ F)∗:

P g ≤ Pn g +

√
2Dg log(N

δ
)

n
+

2 log(N
δ
)

3n
.
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Из условия малого шума следует, что Dg ≤ P g2 ≤ cP g. Тогда в тех же условиях

P g ≤ Pn g +

√
2cP g log(N

δ
)

n
+

2 log(N
δ
)

3n
.

Пусть ĝ = I[f̂(X) 6= Y ] − I[f ∗(X) 6= Y ]. Ясно, что P ĝ = L(f̂) − L(f ∗) и Pn ĝ ≤ 0.
Теперь, используя что из A ≤ B + C

√
A следует A ≤ B + C2 +

√
BC, получаем, что

с вероятностью не меньшей 1− δ:

L(f̂)−L(f ∗) ≤
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δ
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Таким образом в условиях малого шума избыточный риск для конечных F имеет
порядок 1

n
.
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