
Èññëåäîâàíèå ìîäåëè Èçèíãà ìåòîäîì

Ìîíòå-Êàðëî ïî ñõåìå Ãèááñà

Ðîìîâ Ïåòð, 202 ãðóïïà

Çàäàíèå 2, Âàðèàíò 1

1 Ìîäåëü Èçèíãà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü Èçèíãà. Âåðøèíû êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè
ðàñïîëàãàþòñÿ â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû çàäàííîãî ðàçìåðà ñ äâóìÿ âîçìîæ-
íûìè ñèñòåìàìè ñîñåäñòâà.

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì X = (x1, x2, . . . , xN), ãäå
N � ÷èñëî âåðøèí ðåøåòêè, xi ∈ {+1,−1}, i = 1, N � ñïèíû âåðøèí.
Ñîñòîÿíèþ ïðèïèñûâàåòñÿ ýíåðãèÿ:

E(X) = −

1

2

∑
(i,j)∈E

Jxixj +
N∑
i=1

Hixi

 (1)

Âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ â ñîñòîÿíèè X:

P (X) =
1

Z
exp(−βE(X)) (2)

Îáùåé íàìàãíè÷åííîñòüþ ìîäåëè íàçûâàåòñÿ

µ =
1

N

(
N∑
i=1

xi

)
(3)

2 Ãåíåðàöèÿ âûáîðêè ïî ñõåìå Ãèááñà

Ãåíåðàöèÿ âûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ (2) âåäåòñÿ ïî ñõåìå Ãèááñà.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ î÷åðåäíîé òî÷êè âûáîðêè òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü ðàñïäå-

1



ëåíèÿ p(xk|xi1, . . . , xik−1, xi−1k+1, . . . , x
i−1
N ). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

X ′+ = (xi1, . . . , x
i
k−1,+1, xi−1k+1, . . . , x

i−1
N )

X ′− = (xi1, . . . , x
i
k−1,−1, xi−1k+1, . . . , x

i−1
N )

bk =
∑

(k,i)∈E

Jxi +Hk

Âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé:

E(X ′−)− E(X ′+) =

− 1

2

∑
(i,j)∈E; i,j 6=k

Jxixj −
∑

(k,i)∈E

J(−1)xi −
∑
i 6=k

Hixi − (−1)Hk

+
1

2

∑
(i,j)∈E; i,j 6=k

Jxixj +
∑

(k,i)∈E

J(+1)xi +
∑
i 6=k

Hixi + (+1)Hk =

= 2
( ∑
(k,i)∈E

Jxi +Hk

)
= 2bk,

ïîäðàçóìåâàÿ çäåñü xj =

{
xij, åñëè j < k;

xi−1j , åñëè j > k.

p(xk = +1|xi1, . . . , xik−1, xi−1k+1, . . . , x
i−1
N ) =

=
P (X ′+)

P (X ′+) + P (X ′−)
=

exp (−βE(X ′+))
exp (−βE(X ′+)) + exp (−βE(X ′−))

=
1

1 + exp (−β(E(X ′−)− E(X ′+)))
=

1

1 + exp (−2βbk)

p(xk = −1|xi1, . . . , xik−1, xi−1k+1, . . . , x
i−1
N ) =

1− p(xk = +1|xi1, . . . , xik−1, xi−1k+1, . . . , x
i−1
N ) =

exp (−2βbk)
1 + exp (−2βbk)

3 Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Ïðè ðåàëèçàöèè, êîíôèãóðàöèþ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ëîãè÷íî
áûëî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû, ïîýòîìó çäåñü è äàëåå xij åñòü çíà-
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÷åíèå ñïèíà ýëåìåíòà ðåøåòêè, íàõîäÿùåãîñÿ â ñòðîêå i, ñòîëáöå j. Â
ñëó÷àå ÷åòûðåõóãîëüíîé ñèñòåìû ñîñåäñòâà, ñîñåäÿìè âåðøèíû (i, j) ÿâ-
ëÿþòñÿ âåðøèíû (i − 1, j), (i, j − 1), (i + 1, j), (i, j + 1). Â ñëó÷àå òðå-
óãîëüíîé ñèñòåìû ñîñåäñòâà, ñîñåäÿìè (i, j) òàêæå ÿâëÿþòñÿ (i+1, j−1),
(i+ 1, j + 1).

Êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû áóäóò èçîáðàæàòüñÿ â âèäå äèàãðàìì, íà êî-
òîðûõ ÷åðíûå êëåòêè ñîîòâåòñòâóþò îòðèöàòåëüíîìó çíà÷åíèþ ñïèíà,
áåëûå � ïîëîæèòåëüíîìó.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ êîíôèãóðàöèé áåðåòñÿ:

• xi = +1, i = 1, N äëÿ ñëó÷àÿ J = 1;

• xij =

{
+1, i ≡ j mod 2;

−1, èíà÷å
äëÿ ñëó÷àÿ J = −1.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ÷åòûðåõóãîëüíîé ñèñòåìû ñîñåäñòâà, íà
ýòèõ êîíôèãóðàöèÿõ äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè (2).
Â ñëó÷àå øåñòè ñâÿçåé ó êàæäîãî ñïèíà è J = −1 èñïîëüçóåòñÿ âòîðàÿ
íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ.

Â óñëîâèÿõ

• ðàçìåð ðåøåòêè 20× 20,

• 96 çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû

íà êîìïüþòåðå àâòîðà èìåëè ìåñòî ñëåäóþùèå ïîêàçàòåëè âðåìåíè ðà-
áîòû:

Óñëîâèå Âðåìÿ (ñ)
1'000 èòåðàöèé, 4 ñîñåäà 92
1'000 èòåðàöèé, 6 ñîñåäåé 111
10'000 èòåðàöèé, 4 ñîñåäà 932
10'000 èòåðàöèé, 6 ñîñåäåé 1128

4 Èññëåäîâàíèå ôàçîâîãî ïåðåõîäà

Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì ôèçèêè1, ôåððîìàãíåòèêè è àíòè-

ôåððîìàãíåòèêè � âåùåñòâà, îáëàäàþùèå ïðè òåìïåðàòóðå âûøå íåêî-
òîðîé êðèòè÷åñêîé Tc ñâîéñòâàìè ïàðàìàãíåòèêîâ, ïðîÿâëÿþùèå îñîáûå
ñâîéñòâà ïðè òåìïåðàòóðå íèæå Tc. Ïàðàìàãíåòèêè � âåùåñòâà, êîòîðûå

1Èç ïðî÷èòàííîãî â Âèêèïåäèè.
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íàìàãíè÷èâàþòñÿ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå â åãî íàïðàâëåíèè; â îò-
ñóòñòâèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïàðàìàãíåòèê íå íàìàãíè÷åí, òàê
êàê èç-çà òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ñîáñòâåííûå ìàãíèòíûå ìîìåíòû àòîìîâ
îðèåíòèðîâàíû ñîâåðøåííî áåñïîðÿäî÷íî.

4.1 Áåç âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Áûëè èññëåäîâàíû ÷åòûðå ìîäåëè ñ ðåøåòêîé ðàçìåðà 20 × 20 â îò-
ñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ. Íà Ðèñ. 1 � 4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè

• ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ýíåðãèè íà îäèí ñïèí 1
N
EE (çåëåíàÿ

êðèâàÿ),

• ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ýíåðãèè íà îäèí ñïèí 1
N

√
DE (êðàñíàÿ

êðèâàÿ),

• ñðåäíåé ìàãíåòèçàöèè
√
E(µ2) (ñèíÿÿ êðèâàÿ)

îò òåìïåðàòóðû T . Âåðòèêàëüíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò òî÷êó
T0, â êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ ïèê äèñïåðñèè ýíåðãèè.

Íà ãðàôèêàõ ñðåäíåé ìàãíåòèçàöèè äëÿ ôåððîìàãíåòèêîâ (Ðèñ. 1 �
2) ìîæíî íàáëþäàòü, êàê ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T < T0,
êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ñïîíòàííî íàìàãíè÷èâàåòñÿ. Òàêîå ñàìîïðî-
èçâîëüíîå íàìàãíè÷èâàíèå ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ � ñâîéñòâî êëàññà
ôåððîìàãíåòèêîâ. Ïî äîñòèæåíèþ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T0, ïðîèñ-
õîäèò ðåçêîå ïàäåíèå íàìàãíè÷åííîñòè � âåùåñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ïà-
ðàìàãíåòèê.

Ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿ-
íèå íàèìåíüøåé ýíåðãèè è íå âûõîäèò èç íåãî, ñïèíû ïî÷òè ïîëíîñòüþ
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Ðèñ. 1: Ôåððîìàãíåòèê, ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ñèñòåìà ñîñåäñòâà. T0 = 2.2
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Ðèñ. 2: Ôåððîìàãíåòèê, øåñòèóãîëüíàÿ ñèñòåìà ñîñåäñòâà.
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Ðèñ. 3: Àíòèôåððîìàãíåòèê, ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ñèñòåìà ñîñåäñòâà. T0 =
2.2

óïîðÿäî÷åíû (ñì. Ðèñ. 5a). Ïðè T > T0 íàáëþäàþòñÿ õàîòè÷íûå êîíôè-
ãóðàöèè (Ðèñ. 5e).

Àíòèôåððîìàãíåòèêè (Ðèñ. 3 � 4) ïëîõî íàìàãíè÷èâàþòñÿ: ïðè ëþáîé
òåìïåðàòóðå èõ ñðåäíÿÿ íàìàãíè÷åííîñòü áëèçêà ê íóëþ.

Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ìîäåëè ôåððîìàãíåòèêà ñ ÷åòû-
ðåõóãîëüíîé ñèñòåìîé ñîñåäñòâà.

4.2 Ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå

Áûëè ðàññìîòðåíû ìîäåëè ôåððîìàãíåòèêà, ïîìåùåííîãî â ïîñòîÿí-
íîå ìàãíèòíîå ïîëå Hi = h äëÿ h = −2,−1, 0, 1, 2. Îæèäàåìàÿ ýíåðãèÿ
E(X) è åå îòêëîíåíèå íå çàâèñÿò îò çíàêà h. Íà Ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû
ãðàôèêè äëÿ ñëó÷àåâ:
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Ðèñ. 4: Àíòèôåððîìàãíåòèê, øåñòèóãîëüíàÿ ñèñòåìà ñîñåäñòâà.

(a) T = 1.6 (b) T = 2.0 (c) T = 2.2 (d) T = 2.4 (e) T = 8.4

Ðèñ. 5: Õàðàêòåðíûå êîíôèãóðàöèè ìîäåëè Èçèíãà (÷åòûðåõóãîëüíàÿ ñè-
ñòåìà ñîñåäñòâà) äëÿ òåìïåðàòóð, îòäàëåííûõ îò T0 (5a, 5e); â îêðåñòíî-
ñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà (5b,5c,5d).

• h = 0 (êðàñíûå êðèâûå),

• |h| = 1 (çåëåíûå êðèâûå),

• |h| = 2 (ñèíèå êðèâûå).

Ïóíêòèðíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû ãðàôèêè íàìàãíè÷åííîñòåé äëÿ h < 0,
à òàêæå äëÿ h = 0 â ñëó÷àå, åñëè â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ ñèñòåìà
óñòðåìèëàñü ê ñòàáèëüíîìó ñîñòîÿíèþ ñ îòðèöàòåëüíîé íàìàãíè÷åííî-
ñòüþ (âñå ñïèíû ðàâíû −1). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñïëîøíàÿ è ïóíêòèðíàÿ
ñèíèå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêàìè ñðåäíåé íàìàãíè÷åííîñòè â ïðåäå-
ëàõ, ñîîòâåòñòâåííî h ↓ 0 è h ↑ 0.

Â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà, êàê è â åãî
îòñóòñòâèè, ïîëíîñòüþ íàìàãíè÷èâàåòñÿ ïðè T < T0, ïðè T > T0 ìàã-
íåòèçàöèÿ òåì âûøå, ÷åì ìàãíèòíîå ïîëå âûøå ïî ìîäóëþ � òàê âåäóò
ñåáÿ ïàðàìàãíåòèêè.
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Ðèñ. 6: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè 1
N
EE, 1

N

√
DE,

√
E(µ2) îò T (â òàêîì ïî-

ðÿäêå, íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî) äëÿ ôåððîìàãíåòèêà, ïîìåùåííîãî â ïîñòîÿííîå
ìàãíèòíîå ïîëå.

4.3 Ìàãíèòíîå ïîëå îñîáîãî âèäà

Ðàññìîòðåíà ìîäåëü êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè 20×20
ôåððîìàãíåòèêà, ïîìåùåííîãî âî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïî-
ëå.

Hij =

{
+1, 1 ≤ i ≤ 10;

−1, 11 ≤ i ≤ 20.

Â òàêîì ìàãíèòíîì ïîëå ôåððîìàãíåòèê òåðÿåò ñâîè
ñâîéñòâà, ÷òî õîðîøî âèäíî íà Ðèñ. 7 (êðàñíîé êðèâîé
îáîçíà÷åí ãðàôèê äëÿ ìîäåëè ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì). Íà Ðèñ. 8
ïðèâåäåíû ïðèìåðû êîíôèãóðàöèé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Íàèáîëåå
âåðîÿòíûì, ñòàáèëüíûì ñîñòîÿíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ 8a, îá-
ùàÿ ìàãíåòèçàöèÿ êîòîðîé ðàâíà íóëþ.

5 Ñðàâíåíèå ñ âàðèàöèîííûì ïîäõîäîì

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, íà Ðèñ. 9 ïðèâåäåíû ãðàôèêè, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà.
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Ðèñ. 7: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè
√
E(µ2) îò T

(a) T = 0.9 (b) T = 2.4 (c) T = 3.4 (d) T = 4.4 (e) T = 8.4

Ðèñ. 8: Õàðàêòåðíûå êîíôèãóðàöèè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, ïîìåùåí-
íîé â ìàãíèòíîå ïîëå H äëÿ ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóð.
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Ðèñ. 9: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè 1
N
EE, 1

N

√
DE,

√
E(µ2) îò T , ïîñòðîåííûå

ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà (ñïëîøíûå) è ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî (ïóíêòèðíûå).
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