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1 Ââåäåíèå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå ðàçðåæåííûå ìàòðèöû (sparse matrix). Ðàçðåæåííàÿ
ìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòðèöà ñ ïðåèìóùåñòâåííî íóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Ñðåäè ñïåöèà-
ëèñòîâ íåò åäèíñòâà â îïðåäåëåíèè òîãî, êàêîå èìåííî êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ äåëàåò
ìàòðèöó ðàçðåæåííîé. Îäíèì èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ äëÿ m × n ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ o(m ∗ n)
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

×àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà â èñõîäíîé ìàòðèöå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ðàñïðåäåëåíû
íåðàâíîìåðíî. Íàïðèìåð, âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà ñòðîê è ñòîëáöîâ
èñõîäíîé ìàòðèöû, ñîäåðæàùèå çíà÷èòåëüíóþ äîëþ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Íàçîâ¼ì ïîäìàòðè-
öû, îáðàçîâàííûå òàêèìè ïîäìíîæåñòâàìè, ïëîòíûìè (ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè
ìû äàâàòü íå áóäåì, ïîçæå óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ñàìî ïîíÿòèå ïëîòíîñòè ïëîõî ôîðìàëèçîâà-
íî). Íà äàííîì ýòàïå îãðàíè÷èìñÿ íàèáîëåå îáùèì è èíòóèòèâíî ïðîñòûì ïîíÿòèåì ïëîòíîñòè,
îïðåäåëèâ å¼ êàê îòíîøåíèå ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ê å¼ ðàçìåðó.

Çàäà÷à âûäåëåíèÿ ïëîòíûõ ïîäìàòðèö èìååò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.
Â ÷àñòíîñòè, âî ìíîãèõ çàäà÷àõ àíàëèçà êëèåíòñêèõ ñðåä è êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðà-

öèè, äàííûå õðàíÿòñÿ â âèäå ìàòðèöû ¾êëèåíò-ñåðâèc¿ (¾ïîëüçîâàòåëü-ïðåäìåò¿, ¾ñóáúåêò-
îáúåêò¿), ãäå â ïîçèöèè (i, j) ýòîé ìàòðèöû ñòîèò íåêîòîðàÿ õàðàêòåðèñòèêà èñïîëüçîâàíèÿ
i-ûì êëèåíòîì j-îãî ñåðâèñà. Íàïðèìåð, êëèåíòàìè ìîãóò ñëóæèòü ïîëüçîâàòåëè, ïðîñìàòðè-
âàþùèå ôèëüìû, ñåðâèñàìè � ñàìè ôèëüìû, (i, j)-ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îöåíêó îò 1 äî
5, êîòîðóþ i-ûé ïîëüçîâàòåëü ïîñòàâèë j-îìó ôèëüìó. Íóëåâûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþò òîìó,
÷òî ïîëüçîâàòåëü íå ñìîòðåë äàííûé ôèëüì èëè íå îöåíèë åãî (îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
èçâåñòíàÿ çàäà÷à Net�ix).

Ïðèìåðàìè çàäà÷ ìîãóò ñëóæèòü:

• çàäà÷è òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êëàñòåðèçîâàòü äàííûå ïî òåìàì, ïî îáúåê-
òó/ñóáúåêòó íàéòè áëèçêèå)

• çàäà÷è àíàëèçà ñîöèàëüíîé ñåòè (ïîèñê åäèíîìûøëåííèêîâ (like-minded people))

• çàäà÷è ïåðñîíàëèçàöèè ïðåäëîæåíèé (âûäåëèòü èíòåðåñû êëèåíòîâ, ñåãìåíòèðîâàòü êëè-
åíòñêóþ áàçó, âûäàòü êëèåíòó ðåêîìåíäàöèè)

è ìíîãèå äðóãèå. Íåìàëàÿ ÷àñòü çàäà÷ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñèëüíîé ðàçðåæåííîñòüþ äàííûõ. Áîëü-
øèíñòâî ïîëüçîâàòåëåé èñïîëüçóþò î÷åíü ìàëóþ äîëþ âñåõ ñåðâèñîâ. Â âåê èíôîðìàöèîííîãî
âçðûâà êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ äàæå â îäíîé êàòåãîðèè (òàêîé, êàê ôèëüìû, ìóçûêà, êíèãè, íî-
âîñòè, âåá-ñàéòû) ñòàëî íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî îòäåëüíûé ÷åëîâåê íå ñïîñîáåí ïðîñìîòðåòü
äàæå èõ çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü. Còàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì íàõîäèòü ãðóïïû ñõîæèõ êëèåíòîâ è
ñõîæèõ ñåðâèñîâ, ÷òîáû ñòðîèòü ïðîãíîçû è äåëàòü ðåêîìåíäàòåëüíûå âûâîäû.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â êà÷åñòâå èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíóþ ðàçðåæåííóþ ìàò-
ðèöó Am×n = ‖aij‖ (âîîáùå ãîâîðÿ, m íå ðàâíî n), ýëåìåíòû êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {0, 1}.

Îáîçíà÷èì U = {ui}mi=1 � ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû A, R = {rj}nj=1 � ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A.

Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü ìàòðèöó A êàê ìàòðèöó ¾ñóáúåêòû-îáúåêòû¿, òî ìíîæåñòâî U áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ìíîæåñòâî ñóáúåêòîâ, ìíîæåñòâî R � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ.

Êàê ïðàâèëî, íåíóëåâûå ýëåìåíòû íå îáðàçóþò ÷¼òêîé ñòðóêòóðû è ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ñëó÷àéíî ðàçáðîñàííûå òî÷êè. Îäíàêî, âîçìîæíî ñóùåñòâóþò òàêèå ïåðåñòàíîâêè ñòðîê
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{ui1ui2 . . . uim} è ñòîëáöîâ {rj1rj2 . . . rjn} èñõîäíîé ìàòðèöû, ÷òî ïîäìíîæåñòâà åäèíè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ áóäóò îáðàçîâûâàòü ñãóùåíèÿ íåêîòîðîé ôîðìû. Íàçîâ¼ì ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè ìàòðèöû ïîäñòàíîâêè ìåñòàìè å¼ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèè ìåòîäîâ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïåðåìåùàþò åäèíè÷íûå ýëåìåíòû òàê, ÷òîáû ñôîðìèðîâàòü íåêîòîðûå
êîíôèãóðàöèè èç åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå áóäóò îáðàçîâûâàòü ¾ïëîòíûå¿ ïîäìàòðèöû.
Â èíòåðïðåòàöèè ¾êëèåíòû-ñåðâèñû¿ ýòî îçíà÷àåò ïîèñê ïîõîæèõ êëèåíòîâ â ñìûñëå èñïîëü-
çîâàíèÿ îäèíàêîâûõ ñåðâèñîâ è ïîèñê ñõîæèõ ñåðâèñîâ â ñìûñëå èñïîëüçîâàíèÿ îäèíàêîâûìè
êëèåíòàìè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøàåìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ïîäìíîæåòñâ ñòðîê {ip1, . . . , iprp},
{jp1, . . . , jpqp}, ãäå p = 1, . . . , P , P � ÷èñëî ñãóùåíèé. ×èñëî P ìîæåò áûòü èçâåñòíî èç óñëîâèé
çàäà÷è èëè îïðåäåëåíî àëãîðèòìàìè, êîòîðûå áóäóò ïðåäëîæåíû â äàëüíåéøèõ ðàçäåëàõ.

3 Ãåíåðàöèÿ ìîäåëüíûõ äàííûõ

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ áûë íàïèñàí ãåíåðàòîð ìîäåëüíûõ äàííûõ, ðàáîòà êîòîðîãî
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ãåíåðèðóþòñÿ ñëó÷àéíûå ðàçðåæåííûå ìàòðèöû ñî ñãóùåíèÿìè,
ðàçìåðû êîòîðûõ m è n ëåæàò â íåêîòîðîì äèàïàçîíå.

Ðèñ. 1: Ïðèìåð ñãåíåðèðîâàííîé ðàçðåæåííîé ìàòðèöû ñ äâóìÿ ñãóùåíèÿìè ïîñëå òðåòüåãî è
÷åòâ¼ðòîãî ýòàïîâ (ìàòðèöû A è B)

Ãåíåðàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåéñòâèé:

• ñãåíåðèðîâàòü ìàòðèöó ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûìè íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè (èñïîëü-
çóåòñÿ ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé çà îòíîøåíèÿ ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ê ðàçìåðó ìàò-
ðèöû, êîòîðîé âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî èç íåêîòîðîãî äèàïàçîíà, ÷òîáû ìàòðèöà áûëà ðàç-
ðåæåííîé)

• âûáðàòü íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ ïîäìàòðèö (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñêîëüêî ñãóùåíèé íåîá-
õîäèìî ñãåíåðèðîâàòü), ðàçìåðû êîòîðûõ ëåæàò â íåêîòîðîì äèàïàçîíå; ïðè ýòîì ïîðÿäîê
ðàçìåðîâ ïîäìàòðèö ìåíüøå ïîðÿäêà ìàòðèöû, íàïðèìåð O(

√
n ) èëè O(nα ), ãäå α 6 1− ε,

ãäå ε > 0 � íåêîòîðûé ïîðîã

• çàïîëíèòü äàííûå ïîäìàòðèöû íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö; çàïîëíåíèå ìîæíî âåñòè
ïî îïðåäåë¼ííîìó çàêîíó ñ îïðåäåë¼ííîé ñòåïåíüþ èíòåíñèâíîñòè çàïîëíåíèÿ (íàïðèìåð,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû äèñêðåòèçàöèè èçîáðàæåíèé (Áðåçåíõýìà è äð.), ñì. [7])
(îáîçíà÷èì: A � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ íà äàííîì ýòàïå)

• îñóùåñòâèòü áîëüøîå ñëó÷àéíûõ ÷èñëî òðàíñïîçèöèé ñòðîê è ñòîëáöîâ (îáîçíà÷èì: B �
ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ íà äàííîì ýòàïå)
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Ïðèìåð ãåíåðàöèè ìàòðèöû ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 1. Ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì
ñãóùåíèÿì, âèçóàëèçèðîâàíû ðàçíûìè öâåòàìè. Øóìîâûå ýëåìåíòû âèçóàëèçèðîâàíû çåë¼íûì
öâåòîì. Ðàçìåð ìàòðèöû 153× 112, ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ �233.

4 Àëãîðèòìû âûäåëåíèÿ ñãóùåíèé

4.1 ¾Íàèâíûé¿ àëãîðèòì

Ñãåíåðèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ðàçðåæåííóþ ìàòðèöó ñ îäíèì ñãóùåíèåì (ðàçìåðû â äèàïàçîíå
îò 100 äî 500) (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2: Ìàòðèöû A è B

Äàëåå óïîðÿäî÷èì ïî âîçðàñòàíèþ ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè, çàòåì ñòîëáöû. Ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùóþ êîíôèãóðàöèþ (ðèñ. 3)

Ðèñ. 3: Óïîðÿäî÷åííàÿ ìàòðèöà

Ïåðåíåñ¼ì äàííîå ñãóùåíèå â öåíòð ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè òàê, ÷òî-
áû ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò öåíòðà ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ óìåíüøàëîñü (ðèñ. 4).
Îáîçíà÷èì äàííóþ ìàòðèöó C.

Ðèñ. 4: Ìàòðèöà C
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Êàê âèäíî èç ýêñïåðèìåíòà, äàííûé àëãîðèòì èäåàëüíî âîññòàíîâèë ñãóùåíèå. Îäíàêî, ïðî-
èëëþñòðèóðåì ðåçóëüòàòû àëãîðèòìà íà ìàòðèöàõ, ñîäåðæàùèõ áîëåå îäíîé ïëîòíîé ïîäìàò-
ðèöû (ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî ìàòðèöû A è C)

Ðèñ. 5: ìàòðèöû A(äâà ñãóùåíèÿ) è Ñ

Ìîæíî íàáëþäàòü, ÷òî àëãîðèòì âîññòàíîâèë ïëîòíóþ ïîäìàòðèöó, îäíàêî âñå ñãóùåíèÿ
ñìåøàëèñü â îäíî. Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü ìàòðèöó êàê ¾êëèåíòû-ñåðâèñû¿, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
àëãîðèòì ðàçíûå ãðóïïû êëèåíòîâ è ñåðâèñîâ ñìåøàë â îäíó áîëüøóþ ãðóïïó. Êîíå÷íî, íàì
õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü ïîäìíîæåñòâà òî÷åê, îáîñîáëåííûå îò äðóãèõ ïîäìíîæåñòâ, ÷òîáû òî÷êè
èç ðàçíûõ ïîäìàòðèö èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè áûëè îòäåëåíû äðóã îò äðóãà â ðåçóëüòèðóþùåé
êîíôèãóðàöèè. Ïîýòîìó öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íå âûäåëåíèå êàêèõ-ëèáî ïðîèçâîëüíûõ ïëîòíûõ ïîä-
ìàòðèö, à âîññòàíîâëåíèå ñòðóêòóðû èñõîäíîé ìàòðèöû, îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì,
÷òî ðåçóëüòàòû äàííîãî àëãîðèòìà â ýòîì ñìûñëå íåïðèãîäíû.

Âûâîäû: äàííûé àëãîðèòì î÷åíü ïðîñò â ðåàëèçàöèè, èìååò âûñîêóþ ñêîðîñòü ðàáîòû
(O(nlogn)), î÷åíü ýôôåêòèâåí â ñëó÷àå îäíîãî ñãóùåíèÿ, íî â ñëó÷àÿõ áîëüøåãî ÷èñëà ñãó-
ùåíèé åãî ðåçóëüòàòû íåèíòåðïðåòèðóåìû â òåðìèíàõ ¾êëèåíòû-ñåðâèñû¿.

4.2 Ïðîöåäóðû, îñíîâàííûå íà ìåðàõ ñõîäñòâà

Ðàññìîòðèì U = {ui}mi=1 � ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû A, R = {rj}nj=1 � ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A.

Ââåä¼ì ìåðó ñõîäñòâà ìåæäó ñóáúåêòàìè è îáúåêòàìè:

K(u,v) =
n∑
i=1

[ui&vi],

ãäå K(u,v) � ôóíêöèÿ ñõîäñòâà ìåæäó îáúåêòàìè u è v. Òàêæå ìîæíî ââåñòè ìåðû ñõîäñòâà
äðóãèì ñïîñîáîì

Èäåÿ àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ãðóïï ñòðîê è ñòîëáöîâ, ñðåäíÿÿ îöåíêà K âíóò-
ðè êîòîðûõ áîëüøå íåêîòîðûõ ïîðîãîâ äëÿ ñóáúåêòîâ è îáúåêòîâ. Ïîðîãè ñõîäñòâà ïîäàþòñÿ
íà âõîä äàííîãî àëãîðèòìà.
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Àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåðàõ ñõîäñòâà.

Âõîä: A - èñõîäíàÿ ìàòðèöà, ε � ïîðîã ñõîäñòâà âíóòðè ãðóïï ñòðîê, δ � ïîðîã ñõîäñòâà
âíóòðè ãðóïï ñòîëáöîâ, U � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ñòðîê, V � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ñòîëáöîâ,
K � ÷èñëî äîïóñòèìûõ øàãîâ âûáîðà

Âûõîä: u1, . . . , uk, . . . � íàáîðû ñõîæèõ ñòðîê, v1, . . . , vk, . . . � íàáîðû ñõîæèõ ñòîëáöîâ
1: ïîâòîðÿòü
2: íàéòè ñòðîêó ui1 ñ íàèáîëüøåé ñðåäíåé îöåíêîé ñõîäñòâà ñ îñòàëüíûìè èëè ñ íàèáîëüøåé

îöåíêîé ñõîäñòâà ñ íåêîòîðîé ñòðîêîé èç îñòàâøèõñÿ :i1 = argmaxi1
1
|U |

∑
i∈U/i1 K(ui, ui1),

m = maxiK(ui, ui1)
3: åñëè m < ε òî
4: âûõîä èç ôóíêöèè;
5: U1 = i1
6: k = 0;
7: ïîâòîðÿòü
8: âûáðàòü ñòðîêó èç U/U1 ñ íîìåðîì ik
9: ïîñ÷èòàòü ñðåäíåå ñõîäñòâî äàííîé ñòðîêè ñî ñòðîêàìè èç U/U1 : m =

∑
i∈U/U1

K(ui, uik)
10: åñëè m < ε òî
11: k = k + 1;
12: åñëè k >= K òî
13: âûõîä èç öèêëà
14: èíà÷å
15: k=0;
16: ïðèñîåäèíèòü ñòðîêó ñ íîìåðîì ik ê U1, èñêëþ÷èòü å¼ èç U .
17: åñëè k >= K òî
18: âûçîâ ôóíêöèè äëÿ ñòîëáöîâ, ëåæàùèõ â âûáðàííûõ ñòðîêàõ
19: ïîêà k < K
20: âåðíóòü ãðóïïû ñõîæèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ U1, V1, èñêëþ÷èòü èõ èç ìàòðèöû
21: ïîêà 1

Ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè ïðèìåíåíèè åãî ê ìàòðèöå íà ðèñóíêå 5 ìàòðèöà
C áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì(ðèñ.6).

Ðèñ. 6: Ðåçóëüòàò ïåðâîãî ýòàïà ðàáîòû àëãîðèòìà

Âîçìîæíûå êðèòåðèè îñòàíîâà:

1. ÷èñëî ýëåìåíòîâ íîâîé (ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ) íà êàæäîì ýòàïå ìàòðèöû
ìåíüøå îïðåäåë¼ííîãî ïîðîãà nmin

2. ìàêñèìàëüíàÿ ìåðà ñõîäñòâà ñóáúåêòîâ u0 è u1 íà íåêîòîðîì øàãå ìåíüøå îïðåäåë¼ííî-
ãî ïîðîãà αmin èëè ÷èñëî ñõîæèõ ñóáúåêòîâ ìàëî (âåðîÿòíî, îñòàëèñü ñòðîêè, ýëåìåíòû
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êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øóì è íå ïðèíàäëåæàò íèêàêèì ñãóùåíèÿì)

Ïàðàìåòð K ââåä¼í äëÿ òîãî, ÷òîáû íå îñóùåñòâëÿòü ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ ñòðîê è ñòîëáöîâ
äëÿ ñóùåñòâåííîãî óñêîðåíèÿ ñêîðîñòè ðàáîòû.

Âèçóàëèçèðóåì ðàáîòó äàííîãî àëãîðèòìà:

Ðèñ. 7: Ìàòðèöû A è B

Ðèñ. 8: Ìàòðöà C

Êàê ìîæíî âèäåòü, äàííûé àëãîðèòì ñîáðàë ÷¼òêî âûðàæåííûå, îòäåë¼ííûå äðóã îò äðóãà
ñãóùåíèÿ. Îäíàêî, êàê ìîæíî çàìåòèòü, â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ñãóùåíèÿ íå èìåëè ïåðåñå÷å-
íèé ïî ñòðîêàì èëè ïî ñòîëáöàì.

Åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà â èñõîäíîé ìàòðèöû â íåêîòîðûõ ñòðîêàõ èëè ñòîëáöàõ
ñîäåðæàòñÿ ýëåìåíòû èç ðàçíûõ ñãóùåíèé, òî â ðåçóëüòèðóþùåé êîíôèãóðàöèè ýòè ñãóùåíèÿ
ìîãóò ¾ñêëåèâàòüñÿ¿(ðèñ.9)

Ðèñ. 9: Ìàòðèöû A è C
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Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó êàê ¾êëèåíòû-ñåðâèñû¿, òî ïåðåñå÷åíèå ïî ñòðîêàì èëè ñòîëá-
öàì îçíà÷àåò èñïîëüçîâàíèå ñåðâèñîâ îäíèì è òåì æå ïîëüçîâàòåëåì èëè èñïîëüçîâàíèå ïîëü-
çîâàòåëÿìè îäíîãî è òîãî æå ñåðâèñà, ÷òî è îçíà÷àåò ñõîäñòâî ñåðâèñîâ èëè ïîëüçîâàòåëåé,
ïîýòîìó âîçìîæíî äàííûå ãðóïïû íå äîëæíû áûòü ðàçäåëåíû. Âîçíèêàåò çàêîíîìåðíûé âî-
ïðîñ âîïðîñ: ìîæåò ëè äàííûé àëãîðèòì ðàçäåëèòü òàêèå ïîäìàòðèöû è íåîáõîäèìî ëè ýòî
îñóùåñòâèòü?

Íàçîâ¼ì êîíôèãóðàöèè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà ïåðå-
ñòàíîâêîé òîëüêî ñòðîê èëè òîëüêî ñòîëáöîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè êîíôèãóðàöèè ýêâèâàëåíòíû,
òî âñå ýëåìåíòû ðàçíûõ ñãóùåíèé, ëåæàùèå â îäíèõ è òåõ æå ñòðîêàõ (ñòîëáöàõ) äîëæíû ñ÷è-
òàòüñÿ êàê îäèí êëàñòåð òî÷åê. Ïîëíûé îòâåò íà äàííûé âîïðîñ áóäåò äàí â ñåêöèè ¾Îöåíêà
êà÷åñòâà ðåøåíèÿ¿, êîãäà áóäóò ïðåäëîæåíû àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ.

Âûâîäû:

+ äàííûé àëãîðèòì äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî âîññòàíàâëèâàåò èñõîäíóþ êîíôèãóðàöèþ

+ ìåòîä óñòîé÷èâ ê øóìó, íå çàâèñèò îò ìàòðèöû B, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íà÷àëüíîé êîí-
ôèãóðàöèåé

+ ëåãêî èíòåðïðåòèðóåòñÿ

− â õóäøåì ñëó÷àå ñêîðîñòü ðàáîòû O(n3logn), ÷òî ñóùåñòâåííî íèæå ¾íàèâíîãî¿ àëãîðèòìà

4.3 Àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè

Ðàññìîòðèì ìåòîä èìèòàöèè îòæèãà, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê ìåòîäàì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè
(ñì. [2])

Èäåÿ äàííîãî àëãîðèòìà âûäåëåíèÿ ñãóùåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñîáðàòü íåíóëåâûå
ýëåìåíòû êàê ìîæíî áëèæå ê ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ââåä¼ì ìàòðèöó âåñîâ ýëåìåíòîâ Wm×n

Ìàòðèöåé Òåïëèöà íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíî � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà.
Â îáùåì âèäå ìàòðèöà Òåïëèöà ïîðÿäêà n× n èìååò âèä:

a0 a−1 a−2 . . . . . . a−n+1

a1 a0 a−1
. . .

...

a2 a1 a0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . a−1 a−2
...

. . . a1 a0 a−1
an−1 . . . . . . a2 a1 a0


Ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè çàäàòü àíàëîã äàííîé ìàòðèöû â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû

è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü ìàòðèöó âåñîâ W.
Çàäàäèì çíà÷åíèå ýëåìåíòîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè âîçðàñòàëè ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ãëàâ-

íîé äèàãîíàëè (íàïðèìåð, ëèíåéíî, ai = k|i|, èëè ýêñïîíåíöèàëüíî, ai = a|i|, ïðè÷¼ì ïîëîæèì
a0 = 0). Óìíîæèì ïîýëåìåíòíî ìàòðèöó B íà ìàòðèöóW , ïðîñóììèðóåì âñå ýëåìåíòû òåêóùåé
ìàòðèöû, ïîëó÷èì âåñ òåêóùåé êîíôèãóðàöèè. Òàêæå ââåä¼ì ïåðåìåííóþ-ñ÷¼ò÷èê k. Íà êàæ-
äîì øàãå áóäåì ãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó èç äâóõ íîìåðîâ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ.
Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1. Åñëè âåñ íîâîé ìàòðèöû ñ ïåðåñòàâëåííûìè ñòðîêàìè èëè ñòîëáöàìè óâåëè÷èëñÿ èëè
íå èçìåíèëñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé ìàòðèöåé, òî íåîáõîäèìî
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• âåðíóòüñÿ ê ñòàðîé êîíôèãóðàöèè
• óâåëè÷èòü çíà÷åíèå ñ÷¼ò÷èêà k íà åäèíèöó
• åñëè ïðè ýòîì çíà÷åíèå ñ÷¼ò÷èêà âûøå íåêîòîðîãî ïîðîãà kmax , òî, âåðîÿòíî, ñòàðàÿ
êîíôèãóðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó ìèíèìóìà è ëó÷øåãî çíà÷åíèÿ âåñà íàéòè íå
óäàñòñÿ; ïðè ýòîì àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó

2. Åñëè âåñ íîâîé ìàòðèöû óìåíüøèëñÿ, òî

• ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ (êîòîðàÿ çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû � ïàðàìåòðà ìåòîäà
èìèòàöèè îòæèãà) ïðèñâîèòü òåêóùåé ìàòðèöå íîâóþ

• îáíóëèòü ñ÷¼ò÷èê

Î÷åâèäíî, ÷òî âåñ áóäåò óìåíüøàòüñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè åäèíè÷íûå ýëåìåíòû áóäóò ðàñïîëà-
ãàòüñÿ áëèæå ê öåíòðàëüíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû. Âîçìîæíû íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè äàííîãî
àëãîðèòìà, îñíîâàííûå íà äðóãèõ ìåòîäàõ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.
Íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà (âèçóàëèçèðîâàíû òîëüêî
èñõîäíàÿ è êîíå÷íàÿ ìàòðèöû). Êàê ìîæíî çàìåòèòü èç ýêñïåðèìåíòîâ, ñãóùåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ
áîëåå ðàçðåæåííûå, ÷åì ïðè ðàáîòå àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ñõîäñòâå.

Ðèñ. 10: Ìàòðèöû A è C

Âûâîäû:

+ âîçìîæíîñòü íàñòðàèâàòü ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ

+ âûñîêàÿ ñêîðîñòü ðàáîòû

− ðåçóëüòàòû ñëîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ìàòðèöû ¾êëèåíòû - ñåðâèñû¿

− íåóñòîé÷èâîñòü ê øóìó (ðåçóëüòàò ñèëüíî çàâèñèò îò ìàòðèöû B)

− åñëè ìàòðèöà ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò êâàäðàòíîé, ñëîæíî ïîñòðîèòü ðàçóìíóþ ìàòðèöó
âåñîâ
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Ðèñ. 11: Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà (ìàòðèöû A è C)

Ðèñ. 12: Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà (ìàòðèöû A è C)
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5 Îñîáåííîñòè çàäà÷è

5.1 NP-òðóäíîñòü çàäà÷è

Ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è î÷åíü âàæíî çíàòü, ê êàêîìó êëàññó ñëîæíîñòè îíà ïðèíàäëåæèò,
ïîñêîëüêó îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá îöåíêå âðåìåíè å¼ ðåøåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ
çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó NP-òðóäíûõ çàäà÷ ([8]).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ¾Êëèêà¿:
Âõîä: ãðàô G = (V,E), ÷èñëî k
Çàäà÷à: ñóùåñòâóåò ëè â G ïîëíûé ïîäãðàô ñ k âåðøèíàìè?

Òàêæå ñóùåñòâóåò âàðèàíò äàííîé çàäà÷è, êîãäà íåîáõîäèìî íàéòè êëèêó ìàêñèìàëüíîãî
ðàçìåðà.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîèñê êëèêè óêàçàííîãî ðàçìåðà k ñâîäèòñÿ ê âûäåëåíèþ êâàäðàòíîé ïîëíîé
ïîäìàòðèöû (ïîäìàòðèöû, ñîñòîÿùåé öåëèêîì èç åäèíèö) ðàçìåðà k × k. Çàìåòèì, ÷òî ãðàô â
äàííîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì. Ïîñòðîèì ïî èñõîäíîìó ãðàôó ìàòðèöó A ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ÷èñëî âåðøèí ãðàôà � ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû, aij=1, åñëè ñóùåñòâóåò
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå i-óþ è j-óþ âåðøèíû ãðàôà, aij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, â
ãðàôå G ñóùåñâóåò ïîëíûé ïîäãðàô íà k âåðøèíàõ, åñëè è òîëüêî åñëè â ïîñòðîåííîé íàìè ìàò-
ðèöå a ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì âåðøèíàì ïîäìíîæåñòâà ñòðîê è ñòîëáöîâ îáðàçóþò ïîëíóþ
ïîäìàòðèöó. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ¾Êëèêà¿ ñâåäåíà ê çàäà÷å âûäåëåíèÿ ïëîòíûõ ïîäìàòðèö.
Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ çàäà÷à NP-òðóäíà.

5.2 Î ïîíÿòèè ñãóùåíèÿ

Äî ñèõ ïîð ìû îïðåäåëÿëè ïîíÿòèå ñãóùåíèÿ èíòóèòèâíî, îñíîâûâàÿñü íà òîì, ÷òî îíî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû. Îäíàêî ôîðìàëüíî ãðàíèöû
äàííîé ïîäìàòðèöû íèêàê íå îïðåäåëÿëèñü.

Îïðåäåëèì ïëîòíîñòü ñãóùåíèÿ êàê îòíîøåíèå ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ê åãî ðàçìåðàì
(ρ = #nonZeros

M∗N , ãäå M,N � ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ â ïîäìàòðèöå). Èññëåäóåì, êàê ìåíÿåòñÿ
ïëîòíîñòü ñãóùåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò åãî ðàçìåðîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ñòðîê è ñòîëáöîâ ïëîòíîñòè
ρ. Áóäåì ïðèñîåäèíÿòü ñòðîêè è ñòîëáöû ê äàííîìó ñãóùåíèþ ãðàäèåíòíûì àëãîðèòìîì (íà
êàæäîì øàãå ê ñãóùåíèþ ïðèñîåäèíÿåòñÿ ñòðîêà èëè ñòîëáåö, äàþùèå íàèëó÷øåå èçìåíåíèå
ñðåäè îñòàâøèõñÿ). Ãðàôèêè, èëëþñòðèðóþùèå äàííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ
42, 43.

Òàêæå äàííûé àëãîðèòì äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé çàïóñêàëñÿ èç òî÷åê (ðèñ. 15).

Êàê ìîæíî âèäåòü, íåêîòîðûå ãðàôèêè ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþùèìè, îäíàêî
íà íåêîòîðûõ ìîæíî âèäåòü ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû. Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà ρt−1 > ρt è ρt < ρt+1,
ãäå t � íîìåð èòåðàöèè. Òî åñòü äâà øàãà æàäíîãî äîáàâëåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîãóò äàòü
áîëüøèé âûèãðûø â ïëîòíîñòè, ÷åì îäèí øàã.

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ äàííîãî ôàêòà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ìàòðèöà 6× 6, êîòîðàÿ èìååò âèä:
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Ðèñ. 13: Êîíôèãóðàöèÿ è ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè îò ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ â ñãóùåíèè

Ðèñ. 14: Êîíôèãóðàöèÿ è ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè îò ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ â ñãóùåíèè


0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0


Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà âûáðàíà ìàòðèöà 4× 4 â âåðõ-

íåì óãëó, å¼ ïëîòíîñòü ðàâíà 9
16

= 0.5625
0 1 1 0
1 1 0 1
0 0 1 0
1 1 0 1


Íàèëó÷øåå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè äà¼ò ïðèñîåäèíåíèå 5-îãî ñòîëáöà èëè 5-îé ñòðîêè, ïðè

ýòîì ρ = 11
20

= 0.55 
0 1 1 0 1
1 1 0 1 1
0 0 1 0 0
1 1 0 1 0


13



Ðèñ. 15: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè îò ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ â ñãóùåíèè (íà÷àëüíàÿ
ïîäìàòðèöà � òî÷êà)

Íà ñëåäóþùåì øàãå áóäåò ïðèñîåäèí¼íà 5-àÿ ñòðîêà (5-ûé ñòîëáêåö), ρ = 14
25

= 0.56 > 0.55.
0 1 1 0 1
1 1 0 1 1
0 0 1 0 0
1 1 0 1 0
0 1 1 0 1


Îäíàêî, åñëè èñïîëüçîâàòü æàäíûé àëãîðèòì ïðèñîåäèíåíèÿ òîëüêî ñòðîê èëè òîëüêî ñòîëá-

öîâ, òî ïîñëå äîñòèæåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ïëîòíîñòü ìîíîòîííî íåâîçðàñòàåò.
Èññëåäóåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ïëîòíîñòè. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ.16,

17.

Ðèñ. 16: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè è å¼ ïðîèçâîäíîé îò ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ â ñãóùåíèè

Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, â ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìàõ ôóíêöèè ïëîòíîñòè íà ãðàôèêå å¼ ïðîèç-
âîäíîé ìîæíî íàáëþäàòü ÿðêî âûðàæåííûå ïèêè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü î òîì, ÷òî â
êà÷åñòâå ñãóùåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ïëîòíóþ ïîäìàòðèöó, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé
ìàêñèìóì çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè îò ïëîùàäè.
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Ðèñ. 17: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè è å¼ ïðîèçâîäíîé îò ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ â ñãóùåíèè

Ðèñ. 18: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé

6 Îöåíêè êà÷åñòâà ðåøåíèé

Èññëåäóÿ ðàáîòó àëãîðèòìîâ, ìû îöåíèâàëè êà÷åñòâî ðåøåíèÿ òîëüêî âèçóàëüíî. Ìíîãèå
àëãîðèòìû äàþò î÷åíü ïîõîæèå ðåçóëüòàòû, ïîýòîìó íåïîíÿòíî, êàêèå èç íèõ äåéñòâèòåëüíî
ðàáîòàþò ëó÷øå. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî îöåíèâàòü êà÷åñòâî ðåøåíèé àíàëèòè÷åñêè, ÷åì èìåííî
ìû çàéì¼ìñÿ â äàëüíåéøåé ÷àñòè ðàáîòû.

6.1 Îöåíêè èíöèäåíòíîñòè

Ïðèìåíèì êàêîé-íèáóäü èç àëãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè ê èñõîäíîé è èòîãîâîé êîíôèãóðà-
öèÿì (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíóþ áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó èç íóëåé è åäèíèö (ðàçìåð �÷èñëî òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåíóëåâûì ýëåìåíòàì),
ïðè÷¼ì êàæäûé áëîê ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó êëàñòåðó. Áóäåì íóìåðîâàòü êëàñòåðû ïî óáû-
âàíèþ ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ÷òîáû ïåðâûé áëîê ñîîòâåòñòâîâàë ñàìîìó áîëüøîìó êëàñòåðó è ò.ä.
Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî ìåñòîïîëîæåíèå êëàñòåðà â ìàòðèöå íå ïîâëèÿåò íà âèä ìàòðèöû èí-
öèäåíòíîñòè. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: Ainc � ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè äëÿ èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè,
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Cinc � ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè äëÿ âîññòàíîâëåííîé êîíôèãóðàöèè.
Îïðåäåëèì ìåðó êà÷åñòâà ðåøåíèÿ êàê (n � ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû)

n∑
i=1

n∑
j=1

|Aincij − Cincij |

Î÷åâèäíî, ÷åì áëèæå ê íóëþ äàííàÿ ñóììà, òåì áîëåå òî÷íûì ÿâëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêàõ íèæå.

Ðèñ. 19: Ìàòðèöà A è å¼ ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè

Ðèñ. 20: Àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåðå ñõîäñòâà

Ðèñ. 21: Àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî àëãîðèòìû,
îñíîâàííûå íà ìåðå ñõîäñòâà, ÿâëÿþòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûìè, ÷åì ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìè-
çàöèè.
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Ðèñ. 22: ¾Èäåàëüíàÿ¿ êîíôèãóðàöèÿ

Äàëåå ïîïðîáóåì èçó÷èòü, êàê âëèÿåò óðîâåíü øóìà íà êà÷åñòâî ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùóþ êîíôèãóðàöèþ (ðèñ.22)

Áóäåì ïîñòåïåííî ¾çàøóìëÿòü¿ äàííóþ ìàòðèöó (íà ðèñóíêàõ íèæå ïîêàçàíû íåêîòîðûå
ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû)

Ðèñ. 23: Ìàòðèöà ñ íåâûñîêèì óðîâíåì øóìà

Ðèñ. 24: Ñèëüíî ¾çàøóìë¼ííàÿ¿ ìàòðèöà

Äëÿ ìàòðèöû íà êàæäîì ýòàïå ¾çàøóìëåíèÿ¿ îñóùåñòâèì áîëüøîå ÷èñëî òðàíñïîçèöèé ýê-
âèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ïîëó÷èì ìàòðèöû ñ ïåðåñòàâëåííûìè ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè.
Ïðèìåíèì àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ñãóùåíèé äëÿ êàæäîé èç òàêèõ ìàòðèö (ðèñ. 25)
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Ïîñòðîèì ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êà÷åñòâà ðåøåíèÿ îò óðîâíÿ øóìà (ïî îñè oX � äîëÿ øóìà,
ïî oY � ââåä¼ííàÿ íàìè ìåðà êà÷åñòâà, ðèñ. 26, 27). Òàê êàê ôóíêöèîíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàòðèöàìè, òî áîëüøèì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóåò õóäøåå êà÷åñòâî.

Ðèñ. 25: Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ íåêîòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ êîíôèãóðàöèé

Ðèñ. 26: Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ

Ëîãè÷íî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãðàôèê äîëæåí îïèñûâàòü ñòðîãî ìîíîòîííóþ ôóíê-
öèþ, îäíàêî, êàê ìîæíî âèäåòü, òàêîãî íå ïðîèñõîäèò.

Ðèñ. 27: Óñðåäíåíèå ïî äåñÿòè ýêñïåðèìåíòàì

Ïîïðîáóåì íå ó÷èòûâàòü øóìîâûå òî÷êè ïðè êëàñòåðèçàöèè èñõîäíîé è ôèíàëüíîé êîíôè-
ãóðàöèé, ïîñêîëüêó îíè ìîãó ïðåäñòàâëÿòü ñåðü¼çíóþ ïðîáëåìó äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû ìíîãèõ
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àëãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè (ê òîìó æå, íåÿñíî, ñ÷èòàòü ëè êàæäóþ òî÷êó îòäåëüíûì êëàñòåðîì
èëè îáúåäèíÿòü èõ â îäèí).

Ðèñ. 28: Óñðåäíåíèå ïî äåñÿòè ýêñïåðèìåíòàì

Ãðàôèê ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå 28.

Ìû âèäèì, ÷òî ãðàôèê ïðåòåðïåâàåò ñêà÷êè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ. Ïî÷åìó æå òàêîå ïðî-
èñõîäèò? Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèé âîçíèêëà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî öåíà îäíîé îøèáêè â áîëü-
øîì êëàñòåðå ñëèøêîì âåëèêà, ïîñêîëüêó äàæå ðàçíèöà â îäíó òî÷êó â èñõîäíîé è èòîãî-
âîé êîíôèãóðàöèÿõ ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì èçìåíåíèÿì â ñóììå, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé∑n

i=1

∑n
j=1 |Aincij − Cincij |. Òàêæå ñ êàæäûì øàãîì çàøóìëåíèÿ ðàçìåðû êëàñòåðîâ â èñõîä-

íîé ìàòðèöå óìåíüøàþòñÿ, ïîýòîìó ìîæíî ïðåïîëîæèòü, ÷òî äàæå íåñêîëüêî îøèáîê íà áîëåå
ïîçäíèõ øàãàõ áóäóò èìååò ìåíüøèé âåñ, ÷åì îäíà îøèáêà íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äðóãóþ îöåíêó êà÷åñòâà ðåøåíèÿ, áîëåå ïîäõîäÿ-
ùóþ ê äàííîé çàäà÷å.

Ðàçäåëèì ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè íà êàæäîì øàãå íà ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâàíèþ ôîðìóëû
∑n

i=1

∑n
j=1 |Aincij

−Cincij
|

n
. Áóäåì èñïîëüçîâàòü äàííóþ

ìåðó êà÷åñòâà ðåøåíèÿ(ñì. 29)

Ðèñ. 29: Óñðåäíåíèå ïî ýêñïåðèìåíòàì

Êàê ìîæíî âèäåòü, äàííàÿ ìåðà îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäà÷íîé. Ãðàôèê ïðåòåðïåâàåò ðåçêèå
ñêà÷êè òîëüêî ïðè ñèëüíîì óðîâíå øóìà.

6.2 Ñòàíäàðòíûå îöåíêè êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè

Ðàññìîòðèì íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû êàê ýëåìåíòû ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X. Êàæäóþ òî÷êó a ìàòðèöû ìîæíî îïèñàòü äâóìÿ êîîðäèíàòàìè (a1, a2).
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Ââåä¼ì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà:

• Ñóììà ñðåäíèõ âíóòðèêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé:

F0 =
∑
y∈Y

1

|Ky|
∑
i : yi=y

ρ2(xi, µy)

Ky = {xi ∈ X l : yi = y} �êëàñòåð y
µy � öåíòð ìàññ êëàñòåðà y

• Ñóììà ìåæêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé:

F1 =
∑
y∈Y

ρ2(µy, µ)

µ � öåíòð ìàññ âñåé âûáîðêè

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèå ñóììû ñðåäíèõ âíóòðèêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé èñõîäíîé è
ôèíàëüíîé êîíôèãóðàöèé êàê ìåðó êà÷åñòâà ðåøåíèÿ. Ìåæêëàñòåðíûå ðàññòîÿíèÿ èñïîëüçî-
âàòü íå áóäåì, ïîñêîëüêó íàì íåâàæíî, â êàêîì èìåííî ìåñòå ìàòðèöû áóäóò ñîáðàíû êëàñòåðû,
îäíàêî èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â àëãîðèòìàõ ñáîðà ñãóñòêîâ, ÷òîáû òî÷êè ðàçíûõ ñãóùåíèé ðàñ-
ïîëàãàëèñü êàê ìîæíî äàëüøå äðóã îò äðóãà.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ìåðû êà÷åñòâà ðåøåíèÿ ïðè äàííîì ôóíêöèîíàëå ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.
30, 31). Áîëüøèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ëó÷øåìó êà÷åñòâó (øóìîâûå òî÷êè íå ó÷èòûâàþòñÿ
ïðè êëàñòåðèçàöèè)

Ðèñ. 30: Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ

Êàê ìîæíî âèäåòü, ó äàííîé ôóíêöèè åñòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ ìîíîòîííîñòè, ÷òî
îïðàâäûâàåò íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ.

Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å ðàçäåëåíèÿ ñãóùåíèé, èìåþùèõ ïåðåñå÷åíèå ïî ñòðîêàì èëè ñòîëáöàì.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ñõîäñòâå. Ïîïðîáóåì âûäåëÿòü ãðóïïû, èñïîëü-
çóÿ ðàçíûå ïîðîãè ñõîäñòâà.

Êàê ìîæíî âèäåòü, åñëè èñïîëüçîâàòü íèçêèé ïîðîã ñõîäñòâà, ïîäìàòðèöû ñëèâàþòñÿ â îäíó,
èíà÷å îíè áóäóò ðàçäåëåíû. Îïòèìàëüíûé ïîðîã ìîæíî âûáðàòü ïî ôóíêöèîíàëàì êà÷åñòâà
êëàñòåðèçàöèè, ÷òî è îïðåäåëèò êîëè÷åñòâî, ôîðìó è ñòðóêòóðó ñãóùåíèé.
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Ðèñ. 31: Óñðåäíåíèå ïî áîëüøåìó ÷èñëó ýêñïåðèìåíòîâ

Ðèñ. 32: Ìàòðèöà A (ñãóùåíèÿ èìåþò ïåðåñå÷åíèÿ ïî ñòîáöàì)

Ðèñ. 33: Ðåçóëüòàòû âûäåëåíèÿ ñãóùåíèé ïðè íèçêîì è âûñîêîì ïîðîãàõ ñõîäñòâà
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7 Î çàäà÷å â ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà

7.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñèíòåçà àëãîðèòìîâ A, ðåàëèçóþùèõ îòîáðàæåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà âîç-
ìîæíûõ íà÷àëüíûõ èíôîðìàöèé Ji â ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ ôèíàëüíûõ èíôîðìàöèé Jf .
Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç Ji â Jf îáîçíà÷èì M∗.

M∗ = {A|A : Ji → Jf}
Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å âûäåëåíèÿ ïëîòíûõ ïîäìàòðèö ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ è ôèíàëü-

íûõ èíôîðìàöèé âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ji = Cmn({0, 1}) - ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1},
Jf = (u, v), u ∈ Bm, v ∈ Bn, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî ôèíàëüíûõ èíôîðìàöèé ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïàðó äâîè÷íûõ âåêòîðîâ ðàçìåðîâ m è n, ãäå i-ûé ýëåìåíò âåêòîðà u ñîîòâåòñòâóåò èíäè-
êàòîðó ïðèíàäëåæíîñòè i-îé ñòðîêè ïëîòíîé ïîäìàòðèö, j-ûé ýëåìåíò âåêòîðà v ñîîòâåòñòâóåò
èíäèêàòîðó ïðèíàäëåæíîñòè j-ãî ñòîëáöà ïëîòíîé ïîäìàòðèöå.

Çàäà÷è îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè èíôîðìàöèÿìè Is, âûäåëÿþùèìè èçM∗ ïîäìíîæåñòâà
äîïóñòèìûõ îòîáðàæåíèé, îáîçíà÷àåìûõ M[Is].

Ðàñøèðåíèå èñõîäíîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ êîððåêòèðóþ-
ùèõ îïåðàöèé. Êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèåé ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíóþ îïåðàöèþ íàä ìíîæå-
ñòâîìM∗ âñåõ îòîáðàæåíèé èç ïðîñòðàíñòâà âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ èíôîðìàöèé Ji â ïðîñòðàí-
ñòâî âîçìîæíûõ ôèíàëüíûõ èíôîðìàöèé Jf . Åñëè F - íåêîòîðîå ñåìåéñòâî òàêèõ îïåðàöèé, òî
ìîäåëü M çàìåíÿåòñÿ íà ¾ðàñøèðåííóþ¿ ìîäåëü F(M):

F(M) = {F (A1, . . . , Ap)|F ∈ F, (A1, . . . , Ap) ∈ Fp}
Ïðèìåíåíèå êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü èäåþ î ñîâìåñòíîì èñïîëüçî-

âàíèè íåñêîëüêèõ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ïðè ðåøåíèè åäèíñòâåííîé çàäà÷è ñ öåëüþ óñòðà-
íåíèÿ íåäîñòàòêîâ îäíèõ àëãîðèòìîâ çà ñ÷¼ò îñòàëüíûõ.

Ìíîæåñòâî F(M) íàçûâàþò F-ðàñøèðåíèÿ ìîäåëåéM, ïîñêîëüêó â F ÷àùå âñåãî ñîäåðæèòñÿ
òîæäåñòâåííûé óíàðíûé îïåðàòîð, ÷åì ãàðàíòèðóåòñÿ âûïîëíåíèÿ âêëþ÷åíèÿ M ∈ F(M).

Öåëüþ ïðèìåíåíèÿ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå ðàçðåøèìîñòè äîñòà-
òî÷íî øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, òî åñòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ F(M)

⋂
M[Is] 6= ∅.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé äëÿ çàäà÷è âûäåëåíèÿ ïëîòíûõ ïîäìàò-
ðèö. Ïóñòü U ∈ Cmn({0, 1}), A1, A2 ∈ M∗, A1(u) = (u1, v1), A2(u) = (u2, v2). Òîãäà ïðèìåðàìè
êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé ìîãóò ñëóæèòü:

F (A1(U), A2(U)) = F ((u1, v1), (u2, v2)) = (max(u1, u2),max(v1, v2))

F (A1(U), A2(U)) = F ((u1, v1), (u2, v2)) = (min(u1, u2),min(v1, v2))

Òàêæå äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå áîãàòîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ ââîäèòñÿ ¾ïðîìåæóòî÷íîå¿ ïî
îòíîøåíèþ ê Ji è Jf ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ îöåíîê Je. Ïðè ýòîì êîððåêòíûå àëãîðèòìû ñèí-
òåçèðóþòñÿ íà áàçå ýâðèñòè÷åñêèõ èíôîðìàöèîííûõ ìîäåëåé, ò. å. ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ
îòîáðàæåíèé èç Ji â Jf , ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé èç Ji â Je, íàçûâà-
åìûõ àëãîðèòìè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè, è îòîáðàæåíèåÿìè èç Jpe â Jf .

Òàêèì îáðàçîì, M îïðåäåëÿþòñÿ ìîäåëÿìè àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ M0, ãäå M0 ∈
{B|B : Ji → Je} è ðåøàþùèõ ïðàâèë M1, ãäå M1 ∈ {C|C : Je → Jf} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M = M1 ·M0

Äëÿ ñèíòåçà êîððåêòíûõ àëãîðèòìâî èñïîëüçóþòñÿ êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè F, îïðåäåë¼í-
íûå íàä ìíîæåñòâîì M0

∗. Ïðèìåíåíèå äàííîãî ñåìåéñòâà òàêèõ îïåðàöèé ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî ïîèñê âåä¼òñÿ â ðàìêàõ F-ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè M:
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F[M] = M1 · F[M0] = {C · F (B1, . . . , Bp)|C ∈M1, F ∈ F, B1, . . . , Bp ∈M0}
Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâà îöåíîê, êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé, ðåøàþ-

ùèõ ïðàâèë äëÿ çàäà÷è âûäåëåíèÿ ïëîòíûõ ïîäìàòðèö.
Je = (x, y), x = (x1, . . . , xm), xi ∈ [0, 1]� îöåíêà ïðèíàäëåæíîñòè i-îé ñòðîêè ïëîòíîé ïîäìàò-

ðèöå, y = (y1, . . . , ym), yj ∈ [0, 1] � îöåíêà ïðèíàäëåæíîñòè j-îãî ñòîëáöà ïëîòíîé ïîäìàòðèöå.
Bl : Ji → Jf , l = 1, . . . , p
Bl(U) = (xl, yl)
F (B1(U), . . . , Bp(U)) = F ((x1, y1), . . . , (xl, yl));
Ïðèìåðàìè êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé ìîãóò ñëóæèòü: ìàêñèìóì, ìèíèìóì, óñðåäíåíèå,

âçâåøåííàÿ ñóììà. Â êà÷åñòâå ðåøàþùèõ ïðàâèë ìîæíî âçÿòü ïîðîãîâûå ðåøàþùèå ïðàâèëà
ñ ðàçëè÷íûìè ïîðîãàìè äëÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ.

7.2 Ðàçðåøèìûå çàäà÷è è êîððåêòíûå àëãîðèòìû

Çàäà÷à Z âûäåëåíèÿ ïëîòíîé ïîäìàòðèöû îïèñûâàåòñÿ èñõîäíîé ìàòðèöåé U ∈ Cmn({0, 1})
è âåêòîðàìè èíäèêàòîðîâ u ∈ Bm, v ∈ Bn ïðèíàäëåæíîñòåé ñòðîê è ñòîëáöîâ äàííîé ìàòðèöû
ïëîòíîé ïîäìàòðèöå.

Äëÿ çàäà÷è Z ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà u0 = {i|u(i) = 0}, v0 = {j|v(j) = 0}, u1 = {i|u(i) = 1},
v1 = {j|v(j) = 1}. Îáîçíà÷èì : su0 , su1 , sv0 , sv1 � ïîäñòàíîâêè íà ìíîæåñòâàõ u0, u1, v0, v1
ñîîòâåòñòâåííî. σu0 , σu1 , σv0 , σv1 � ìíîæåñòâà âñåõ ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâàõ u0, u1, v0, v1
ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ïîäñòàíîâêè íà ìíîæåñòâàõ ñòðîê è ñòîëáöîâ,
îáðàçóþùèõ ñãóùåíèå, à òàêæå íà ìíîæåñòâàõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, ëåæàùèõ âíå ñãóùåíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì A : Ji → Jf êîììóòèðóåò ñ σu0 , åñëè äëÿ
∀su0 ∈ σu0 A(su0(U)) = (u, v). Êîììóòàöèÿ àëãîðèòìà A ñ σu1 , σv0 , σv0 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ðàññìîòðèì S1, . . . , Sq � ìíîæåñòâî ïðåöåäåíòîâ (íåêîòîðûõ ìàòðèö, äëÿ êîòîðûé èçâåñòíû
âåêòîðû (u1, v1), . . . , (uq, vq)).

Ïóñòü M - ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé A : Ji → Jf , Is � ñèñòåìà òðåáîâàíèé êîììóòàöèè,
êîòîðàÿ âûäåëÿåò èç ìíîæåñòâà M íåêîòîðîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé.

Îáîçíà÷èì: M∗ = M[Is] = {A |A(s(Sp)) = (up, vp),∀p ∈ 1, . . . , q, ∀s ∈ σ(up)0 ,∀s ∈ σ(up)1 ∀s ∈
σ(vp)0 ,∀s ∈ σ(vp)1}, òî åñòü M∗ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
òðåáîâàíèÿì áåçîøèáî÷íîñòè è êîììóòàöèè íà ïðåöåäåíòàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ëþáîé àëãîðèòì A ∈M∗ áóäåì íàçûâàòü êîððåêòíûì.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à Z, îïðåäåëÿåìàÿ ìàòðèöåé íà÷àëüíîé èíôîð-

ìàöèè U , (ε, δ)-ðàçðåøèìà, åñëè ∃ A ∈M∗ òàêîé, ÷òî :
A(U) = (u′, v′) : ρ(U(u′, v′)) ≥ ε, ||u|| ∗ ||v|| ≥ δ ∗m ∗ n.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîððåêòíûé àëãîðèòì, êî-

òîðûé âûäåëÿåò ïîäìàòðèöó ïëîòíîñòè áîëüøå ε ðàçìåðîâ íå ìåíüøå δ ∗m ∗ n.
Â ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà, îäíàêî,ïîìèìî ïîíÿòèÿ ðàçðåøèìîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïî-

íÿòèå ðåãóëÿðíîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ðåãóëÿðíîñòè îáóñëîâëåíî ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî çàäà÷è
ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íå èíäèâèäóàëüíî, à êàê ïðåäñòàâèòåëè
íåêîòîðûõ êëàññîâ â èçâåñòíîì ñìûñëå îäíîðîäíûõ çàäà÷. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî, èçó÷àÿ ìåòîä
ðåøåíèÿ (ìîäåëü àëãîðèòìîâ è ò.ï.), ñëåäóåò ñòàâèòü âîïðîñ îá îäíîâðåìåííîé ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷ èç íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ ñ òåì,÷òîáû äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è óæå èç ñàìîãî ôàêòà åå ïðè-
íàäëåæíîñòè òàêîìó ñåìåéñòâó ìîæíî áûëî äåëàòü âûâîä î åå ðàçðåøèìîñòè äàííûì ìåòîäîì.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (ε, δ)-ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à Z, îïðåäåëÿåìàÿ ìàòðèöåé
íà÷àëüíîé èíôîðìàöèè U è ïàðîé (u′, v′) òàêîé, ÷òî, ρ(U(u′, v′)) ≥ ε, ||u|| ∗ ||v|| ≥ δ ∗ m ∗ n
k-ðåãóëÿðíà, åñëè ëþáàÿ çàäà÷à, îïðåäåëÿåìàÿ íîâîé ìàòðèöåé íà÷àëüíîé èíôîðìàöèè, ïîëó-
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÷åííîé óäàëåíèåì ëþáûõ k åäèíèö èç ïîäìàòðèöû ìàòðèöû U, îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè (u′, v′),
ÿâëÿåòñÿ (ε, δ)-ðàçðåøèìîé.

Â ðàìêàõ äàëüíåéøåé ðàáîòû âîçìîæíî áîëåå ïîäðîáíîå èçó÷åíèå êëàññîâ ðàçðåøèìûõ è
ðåãóëÿðíûõ çàäà÷, à òàêæå ñåìåéñòâ èõ ðåøåíèé.
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8 Òåñòèðîâàíèå íà ðåàëüíûõ äàííûõ

8.1 Îïèñàíèå âõîäíûõ äàííûõ

Â êà÷åñòâå èñïîëüçóåìûõ äàííûõ áûëè âûáðàíû Book-Crossing Dataset èç [?], êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îöåíêè ïîëüçîâàòåëåé êíèã (îò 1 äî 10) èëè 0, åñëè ïîëüçîâàòåëü íå
÷è-òàë äàííóþ êíèãó èëè íå ïîæåëàë îöåíèòü å¼. Äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îöåíêè 95,513
ïîëüçîâàòåëåé 322,199 îáúåêòîâ. Âñåãî áûëî ïðîâåäåíî 1,048,585 îöåíîê. Çàïîëíåííîñòü 0.0015

Ïî äàííûì ïîñòðîèì ìàòðèöó ¾êëèåíòû-ñåðâèñû¿, ãäå â (i, j) ïîçèöèè ìàòðèöû íàõîäèòñÿ
îöåíêà i-ûì ïîëüçîâàòåëåì j-îé êíèãè. Èç-çà íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ õðàíåíèÿ ìàòðèöû ïî âñåì
îöåíêàì â ïàìÿòè áûëî îñòàâëåíî ïåðâûå 100000 îöåíîê.

Ðèñ. 34: Ìàòðèöà, ïîñòðîåííàÿ ïî 100000 îöåíêàì

Ðèñ. 35: Ìàòðèöà, ïîñòðîåííàÿ ïî 50000 îöåíêàì

8.2 Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ

Áóäåì ïðèìåíÿòü àëãîðèòìû ïîèñêà ñãóùåíèé, îñíîâàííûå íà ñõîäñòâå. Èçó÷èì, êàê ìå-
íÿåòñÿ âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà îöåíîê (ñëåäîâàòåëüíî, îò ðàçìåðà
ìàòðèöû). Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ñõîäñòâå, ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1.

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ñ ðîñòîì ðàçìåðîâ ìàòðèöû âðåìÿ íåëèíåéíî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ãðàôè-
êè çàâèñèìîñòè âðåìåíè îò ëîãàðèôìà ÷èñëà îöåíîê è îò ðàçìåðîâ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 36, 37.

Çàïóñòèì ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì âûäåëåíèé ñãóùåíèé. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè-
âåäåíû â Òàáëèöå 2.
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Òàáëèöà 1: Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà âûäåëåíèÿ ïëîòíîé ïîäìàòðèöû
×èñëî îöåíîê è ðàçìåð ìàòðèöû Âðåìÿ, ñ

1000 (164× 493) 0.7691701
2000 (268× 969) 1.927374
5000 (679× 2342) 2.83881
10000 (941× 4669) 5.163881
20000 (2180× 8586) 18.05481
30000 (3445× 11997) 47.534711
50000 (5064× 18125) 159.499643
75000 (6693× 51182) 460.263267
100000 (9424× 31867) 843.839536890

Ðèñ. 36: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âðåìåíè ðàáîòû îò ëîãàðèôìà ÷èñëà îöåíîê

Êàê ìîæíî âèäåòü, âðåìÿ ðàáîòû ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî ìåíüøå.

Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì:

Âõîä: Ìàòðèöà A
Âûõîä: íàáîð ïëîòíûõ ïîäìàòðèö
1: âûáðàòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íåêîòîðîå ñãóùåíèå
2: ïîâòîðÿòü
3: âûáðàòü è ïðèñîåäèíèòü ê òåêóùåé ìàòðèöû ñòðîêó èëè ñòîëáåö, íå óìåíüøàþùèå ïëîò-

íîñòü
4: ïîêà ìíîæåñòâî ñòðîê èëè ñòîëáöîâ, íå óìåíüøàþùèõ ïëîòíîñòü, íåïóñòî

Ïðîòåñòèðóåì àëãîðèòì ñ ðàçíûìè ïîðîãàìè ñõîäñòâà íà ìàòðèöå ðàçìåðà 9424×31867,
÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ 11549. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.

Êàê ìîæíî âèäåòü, ñ ðîñòîì ïîðîãà ñõîäñòâà ïëîòíîñòü ïîäìàòðèöû ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà
óâåëè÷èâàåòñÿ, îäíàêî óìåíüøàåòñÿ å¼ ðàçìåð (ðèñ. 38,39).

Ïðåäïîëîæèì, ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ñòðîê è ñòîëáöîâ ïëîòíîñòè
ρ. Áóäåì ïðèñîåäèíÿòü ñòðîêè è ñòîëáöû ê äàííîìó ñãóùåíèþ ãðàäèåíòíûì àëãîðèòìîì (íà
êàæäîì øàãå ê ñãóùåíèþ ïðèñîåäèíÿåòñÿ ñòðîêà èëè ñòîëáåö, äàþùèå íàèëó÷øåå èçìåíåíèå
ñðåäè îñòàâøèõñÿ). Ãðàôèêè, èëëþñòðèðóþùèå äàííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ
42, 43.
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Ðèñ. 37: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âðåìåíè ðàáîòû îò ðàçìåðîâ

Òàáëèöà 2: Âðåìÿ ðàáîòû ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà âûäåëåíèÿ ïëîòíîé ïîäìàòðèöû
×èñëî îöåíîê è ðàçìåð ìàòðèöû Âðåìÿ, ñ

1000 (164× 493) 0.33429
2000 (268× 969) 0.94328
5000 (679× 2342) 1.23490
10000 (941× 4669) 2.5702
20000 (2180× 8586) 7.43998
30000 (3445× 11997) 16.2390
50000 (5064× 18125) 29.32983
75000 (6693× 51182) 57.349913
100000 (9424× 31867) 94.43905

Òàáëèöà 3: Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà âûäåëåíèÿ ïëîòíûõ ïîäìàòðèö
Ïîðîãè ñõîäñòâà ïî ñòðîêà è ñòîëáöàì ×èñëî ñòðîê ×èñëî ñòîëáöîâ Ïëîòíîñòü

(2,2) 313 481 0.0158
(2,3) 132 90 0.0573
(2,4) 36 24 0.2174
(2,5) 18 6 0.4259
(2,6) 13 3 0.7179
(3,2) 178 481 0.0242
(3,3) 62 90 0.0935
(3,4) 24 24 0.2413
(3,5) 6 6 0.5833
(3,6) 13 3 0.7179
(4,2) 115 481 0.0334
(4,3) 37 90 0.1303
(4,4) 12 24 0.3333

27



Ðèñ. 38: Çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ñãóùåíèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïîðîãà

Ðèñ. 39: Çàâèñèìîñòè ðàçìåðîâ ñãóùåíèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïîðîãà

Ðèñ. 40: Ïðèìåð âûäåëåííûõ ïëîòíûõ ïîäìàòðèö
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Ðèñ. 41: Ïðèìåð âûäåëåííûõ ïëîòíûõ ïîäìàòðèö

Ðèñ. 42: Êîíôèãóðàöèÿ è ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè îò ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ â ñãóùåíèè
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Ðèñ. 43: Êîíôèãóðàöèÿ è ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè îò ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ â ñãóùåíèè

9 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû áûëè èññëåäîâàíû àëãîðèòìû âûäåëåíèÿ ïëîòíûõ ïîäìàòðèö, à
òàêæå ìåòîäû îöåíêè èõ êà÷åòâà, ñëîæíîñòü çàäà÷è. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåá-
ðàè÷åñêîãî ïîäõîäà, èññëåäîâàíà âîçìîæíàÿ ïðåöåäåíòíàÿ èíôîðìàöèÿ, ðàññìîòðåíû íåêîòî-
ðûå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ, êëàññû ðàçðåøèìûõ è ðåãóëÿðíûõ çàäà÷. Àëãîðèòìû ïðîòåñòèðî-
âàíû íà ìîäåëüíûõ è ðåàëüíûõ äàííûõ.
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