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ÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîæäåñòâà ñ ìíîãî÷ëåíàìè, çàäàííûå â âèäå ñõåìãëóáèíû 3. �àññìîòðåí ñïîñîá ïðîâåðêè íà òîæäåñòâî ïðè îãðàíè÷åíèè íà âåðõ-íèé ñëîé. Ïðèâåäåíû îöåíêè ðàíãîâ òîæäåñòâ ãëóáèíû 3 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ
F. Òàêæå â äàííîé ðàáîòå óëó÷øåíû îöåíêè äëÿ ðàíãîâ ïðîñòûõ ìèíèìàëüíûõòîæäåñòâ è ïðèâåäåíû ïðèìåðû òîæäåñòâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ îöåíîê.Êëþ÷åâûå ñëîâà: problem identity testing, depth-3 
ir
uit, bla
kbox.
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1 ÂâåäåíèåÇàäà÷à ïðîâåðêè òîæäåñòâà ñâÿçàíà ñ êëàññè�èêàöèåé ïîëèíîìîâ ïî ñëîæíîñòè âû-÷èñëåíèÿ. Âõîäîì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F, çàäàííûé â ñïåöèàëüíîìâèäå. Íà âûõîäå òðåáóåòñÿ îòâåòèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí òîæäåñòâåííîíóëåâûì.Íà äàííûé ìîìåíò èçâåñòíî íåñêîëüêî âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿýòîé ïðîáëåìû, íî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè äåòåðìèíèðîâàííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àë-ãîðèòìà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ àðè�ìåòè÷åñêèå ñõåìû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëèíîìà.

�èñ. 1: Ïðèìåðû ñõåìÑòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïî ïîëèíîìó ñõåìà âîññòàíàâëèâàåòñÿ íå îäíîçíà÷íûì îáðà-çîì.Àðè�ìåòè÷åñêàÿ ñõåìà � îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� ñ îäíèì ñòîêîì(íàçûâàåìûé âûõîäîì). Êàæäàÿ âåðøèíà-èñòî÷íèê (âõîä) îáîçíà÷åíà ëèáî ïåðåìåí-íîé xi, ëèáî ýëåìåíòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ F. Êàæäûé âíóòðåííèé óçåë ïîìå÷åíçíàêîì + èëè ×, îáîçíà÷àþùèì àääèòèâíûå è ìóëüòèïëèêàòèâíûå âûõîäû ñîîòâåò-ñòâåííî. Ïðèíÿòî ðàíæèðîâàòü äàííûå óçëû ïî ñëîÿì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîìñëîå áûëè âåðøèíû îäíîãî òèïà.�îâîðÿò, ÷òî ñõåìà âû÷èñëÿåò ïîëèíîì f ∈ F[x1, . . . , xn], åñëè âûõîä âû÷èñëÿåò
f . Ñõåìà íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé, åñëè âûõîäíàÿ ñòåïåíü â ãðà�å ðàâíà 1. �àçìåðîìñõåìû íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî óçëîâ â íåé. �ëóáèíà � ýòî äëèíà íàèáîëüøåãî ïóòè îòëèñòîâîãî óçëà äî ñòîêà. Ñòåïåíü ñõåìû - �îðìàëüíàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà (âû÷èñëÿåòñÿðåêóðñèâíî).Çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå, �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîäàííîé ñõåìå C íàä ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñîîòâåòñòâóþùèéïîëèíîì òîæäåñòâåííûì íóëåì èëè íåò. Íåñìîòðÿ íà ëåãêóþ �îðìóëèðîâêó, äàííàÿ2



ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ íà äàííîé ìîìåíò îòêðûòîé. Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè è ñâÿçü ñ íåêî-òîðûìè âàæíûìè çàäà÷àìè ìîæíî ïîñìîòðåòü â ðàáîòàõ [4, 10�13℄.Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ñõåìû ãëóáèíû 3, êîòîðûå èáóäóò ðàññìîòðåíû â ýòîé ðàáîòå. Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå çíà÷åíèå ïàðà-ìåòðà, äàæå ýòîò ñëó÷àé íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ íå ðàçîáðàííûì. Ñòîèò îòìå-òèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ãëóáèíû 3 èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñõåìû âèäà ΣΠΣ,òàê êàê èíà÷å ñõåìà ñâîäèòñÿ ê äîñòàòî÷íî ïðîñòîìó ñëó÷àþ ãëóáèíû 2. Ñõåìû ãëó-áèíû 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [3℄.Ïîäðîáíûé îáçîð çàäà÷è ïðîâåðêè òîæäåñòâ ïðîâåäåí â ðàáîòå [2℄. �àññìîòðå-íû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è: âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû, íåàäàïòèâíûåàëãîðèòìû, è äðóãèå äåòåðìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû.Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàáîòàõ [1, 5, 8, 9℄. Îíè ðåøàþò ïî-ñòàâëåííóþ çàäà÷ó çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, íî ëèøü ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ. Ïî-ýòîìó íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äåòåðìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðîèçâåäåííûå â äàííîé çàäà÷å, îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àÿì ãëó-áèíû 3 ñ îãðàíè÷åííûì âåðõíèì ñëîåì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëèíîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé ëèíåéíûõ �îðì, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ýòîé ñóì-ìå O(1). Ýòî îãðàíè÷åíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âî âñåõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìàõ ïîêàçàòåëü
k, ðàâíûé êîëè÷åñòâó ýòèõ ñëàãàåìûõ, ïîÿâëÿåòñÿ â îöåíêå ñëîæíîñòè â ïîêàçàòåëåñòåïåíè íåêîòîðîãî ÷èñëà. Äàííûé ñëó÷àé èññëåäîâàí â î÷åíü áîëüøîì êîëè÷åñòâåðàáîò, â òîì ÷èñëå â äàííîé ðàáîòå òàê æå áóäåò ðàññìîòðåí èìåííî ýòîò ÷àñòíûéñëó÷àé.Äëÿ ñëó÷àÿ ãëóáèíû 3 ñ îãðàíè÷åííûì âåðõíèì ñëîåì áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì,îïèñàííûé â ðàáîòå [7℄. Èäåÿ àëãîðèòìà, êîòîðûé èñïîëüçóåò ëîêàëüíûå êîëüöà,ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òåõ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýòîé ðàáîòå. Åãî ñëîæíîñòüçàâèñèò îò k ýêñïîíåíöèàëüíî.Ñëó÷àé F = Q ðàññìîòðåí â ðàáîòå [6℄.Âàæíûì òèïîì àëãîðèòìîâ ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå íåàäàïòèâíûå àëãîðèòìû(bla
k-box). Îíè îñíîâàíû íà ñëåäóþùåé èäåå: âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî-÷åê p1, . . . , ps, ïðè÷åì òàê, ÷òî ñõåìà C âû÷èñëÿåò òîæäåñòâåííûé íóëþ ïîëèíîì òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëèíîìà âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ áó-äåò 0. Èç �îðìóëèðîâêè àëãîðèòìà ïîíÿòíî, ÷òî íà ðàçìåð ìíîæåñòâà òî÷åê äîëæíûíàêëàäûâàòñÿ ïîëèíîìèàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ îöåíîê. Ñäðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ìíîæåñòâî íå ïðèâÿçàíî ê îïðåäåëåííûì ìíîãî÷ëåíàì, òîîíî äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî øèðîêèì. Íà îñíîâå ýòîãî àëãîðèòìà ìû è áóäåì ïðîâî-äèòü àíàëèç çàäà÷è, à òàêæå ðàçðàáàòûâàòü âîçìîæíûå óëó÷øåíèÿ è èñïðàâëåíèÿ. Â÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå îñíîâíîé èäåè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòì èç ðàáîòû [14℄.2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÂåçäå äàëåå (êðîìå îòäåëüíî îáãîâîðåííûõ ñëó÷àåâ) âñå îïåðàöèè áóäóò ïðîâîäèòüñÿâ ïîëå F ïðîèçâîëüíîãî âèäà. 3



Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî, â ëèñòîâûõ âåðøèíàõ êîòîðîãî çà-ïèñàíî ëèáî ÷èñëî α ∈ F, ëèáî îäíà èç ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, à â óçëàõ (íåëèñòîâûåâåðøèíû) îäíà èç îïåðàöèé: ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ (×) èëè àääèòèâíàÿ (+). Ïîìèìîýòîãî, âûäåëåí íåêîòîðûé óçåë � ñòîê. Äåðåâî ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàþòñÿ ñõå-ìîé. Êàæäîé âåðøèíå äåðåâà ñîïîñòàâèì íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí: äëÿ ëèñòîâûõ âåðøèíýòî áóäóò ìîíîìû, çàïèñàííûå â íèõ, à äëÿ óçëîâûõ âåðøèí � îïåðàöèÿ íàä ìíîãî÷ëå-íàìè, ñîîòâåòñòâóþùèõ äåòÿì ýòîãî óçëà. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí âû÷èñëÿåòñÿñõåìîé, åñëè îí ñîîòâåòñâóåò å¼ ñòîêó.Î÷åâèäíî, ÷òî íàëè÷èå ðåáåíêà ñ ïîìåòêîé × ó âåðøèíû ñ òàêîé æå îïåðàöèåé,ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì: ìîæíî ïðîñòî çàìåíèòü ðåáåíêà íà âñåõ åãî ñîáñòâåííûõ ïî-òîìêîâ. Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ñõåìîé, íå èçìåíèòñÿ. Òî æå ñàìîåïðîèçîéäåò, åñëè âìåñòî óìíîæåíèÿ áóäåò ñòîÿòü îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ. Ïîýòîìó ñ÷è-òàåòñÿ, ÷òî â ñõåìå âåðøèíû, ïîìå÷åííûå ×, ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ òîëüêî ñ âåðøèíàìè,ïîìå÷åííûìè +, è íàîáîðîò (ýòî êàñàåòñÿ òîëüêî äëÿ óçëîâ). Òàêèì îáðàçîì, âñþ ñõå-ìó ìîæíî îòðàíæèðîâàòü ïî ñëîÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì óìíîæåíèþ è ñëîæåíèþ. Íàñàìîì íèæíåì ñëîå íàõîäÿòñÿ ëèñòüÿ, ñòîê ñ÷èòàåòñÿ íóëåâûì óðîâíåì. Äëÿ òîãî,÷òîáû îñóùåñòâèòü ïåðâîå óñëîâèå, íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ðåáðà ìîãóò èäòè íå òîëüêîèç ñîñåäíèõ ñëîåâ.Âûñîòà ïîñòðîåííîãî òàêèì îáðàçîì äåðåâà (íîìåð íèæíåãî óðîâíÿ) íàçûâàåòñÿãëóáèíîé ñõåìû. Êîëè÷åñòâî âåðøèí â ïåðâîì ñëîå áóäåò îáîçíà÷àòñÿ k.Ïîíÿòèå �îðìàëüíîé ñòåïåíè ïîëèíîìà p áóäåò îïðåäåëÿòñÿ èíäóêòèâíî, äâèãàÿñüîò ëèñòüåâ ê ñòîêó. Ñòåïåíü ëèñòîâîé âåðøèíû áóäåò ñîîòâåòñâåííî ðàâíà ñòåïåíè ìî-íîìà, çàïèñàííîãî â íåì. Äëÿ óçëîâ ñ ïîìåòêîé + îíà áóäåò îïðåäåëÿòñÿ êàê ìàêñèìóì�îðìàëüíûõ ñòåïåíåé äî÷åðíèõ âåðøèí, à äëÿ óçëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèïëè-êàòèâíîé îïåðàöèè � èõ ñóììîé. Òàêèì îáðàçîì, �îðìàëüíàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà p,âû÷èñëÿåìîãî ñõåìîé C îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîîòâåòñâóþùåå ÷èñëî ñòîêà. Î÷åâèäíî, ÷òî�îðìàëüíàÿ ñòåïåíü ìîæåò îòëè÷àòñÿ îò äåéñòâèòåëüíîé. Òåì íå ìåíåå, âåçäå äàëååâ ýòîé ðàáîòå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâîå ïîíÿòèå.Äëÿ óäîáñòâà â ðàáîòå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå [k] := {1, 2, . . . , k}.Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñõåì ÿâëÿþòñÿ ñõåìû ãëóáèíû 3 íàä ïîëåì F, èìåþùèåâèä:
C(x1, . . . , xn) =

k
∑

i=1

Ti,ãäå Ti (ìóëüòèïëèêàòèâíûé ÷ëåí) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì di ëèíåéíûõ �óíêöèé
li,j íàä ïîëåì F. Ñëó÷àé ëèíåéíûõ �óíêöèé ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíûì �îðìàì. Òàêæå ñïîìîùüþ îïåðàöèè ãîìîãåíèçàöèè ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó îáùåãî âèäà ê ñëó÷àþ d1 =
· · · = dk =: d (ñì. ðàçäåë 7). Èç-çà ýòîãî ââîäèòñÿ àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñõåìà C ãëóáèíû 3 îáîçíà÷àåòñÿ ΣΠΣ(k, d), åñëè:
• âåðõíèé ñëîé C ñîäåðæèò k óçëîâ; 4



• d1 = · · · = dk = d;
• äëÿ ëþáîãî i ∈ [k], j ∈ [d], lij - îäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ �îðìà, òî åñòü lij =
l1ij · x1 + · · ·+ lnij · xn.Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ñõåìû:Îïðåäåëåíèå 2.2. [Ïðîñòàÿ ñõåìà] Ñõåìà C íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè íå ñóùå-ñòâóåò íåíóëåâîé ëèíåéíîé �îðìû, äåëÿùåé êàæäûé Ti.

[Ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà] Ñõåìà C íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ñîá-ñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà S ∈ [k]: ∑i∈S Ti íå íóëåâàÿ.
[�àíã ñõåìû] �àíã ñõåìû, rank(C), îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàíã ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ�îðì li,j, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê n�ìåðíûå âåêòîðà íàä ïîëåì F.3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñîñòîÿíèå íà äàííûé ìîìåíòProblem Identity Testing: Ïóñòü äàíà ñõåìà C, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ìíîãî÷ëåí p.Òðåáóåòñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè p òîæäåñòâåííûì íóëåì èëè íåò.Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ïàðàìåòðîâ çà-äà÷è íåèçâåñòíî. Áîëåå òîãî, òîëüêî íåäàâíî áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ÷àñòíûõñëó÷àåâ. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòåí àëãîðèòì äëÿ ñõåì ãëóáèíû 3 ïðè îãðàíè÷åíèè íàâåðõíèé ñëîé: k = O(1). Òàêæå ðåøåíû íåêîòîðûå åùå áîëåå ÷àñòíûå ñëó÷àè äëÿ ãëó-áèíû 4, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòàõ [15,18,19℄. Òàêàÿ ñëîæíîñòü, âîçíèêàþùàÿ óæå íàñõåìàõ ìàëåíüêîé ãëóáèíû, îáúÿñíÿåòñÿ â ðàáîòå [3℄: åñëè èçâåñòåí ¾ý��åêòèâíûé¿(ïîëèíîìèàëüíûé) àëãîðèòì äëÿ ãëóáèíû 4, òî ìîæíî ïîñòðîèòü êâàçèïîëèíîìèàëü-íûé àëãîðèòì äëÿ ñõåì ëþáîé ãëóáèíû.4 Ñâÿçü ñõåì ãëóáèíû 3 ñ äðóãèìè çàäà÷àìèÂ äàííîì ðàçäåëå áóäóò ïðåäëîæåíû èäåè, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ñëó÷àé ãëóáèíû 3äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Äëÿ ýòîãî áóäóò ðàññìîòðåíûîñíîâíûå ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [16℄.Â ýòîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãî÷ëåíà íà n ïåðåìåííûõ íàäïîëåì C ñòåïåíè d, âû÷èñëÿåìîãî ñõåìîé ðàçìåðà s, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ãëóáèíû 3ðàçìåðà expO(

√
d log d logn log s). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè äîêàçàòü íèæíþþ îöåíêó

expω(
√
d · log 3

2d) íà ðàçìåð ñõåìû ãëóáèíû 3, êîòîðàÿ áóäåò âû÷èñëÿòü ïåðìàíåíòìàòðèöû ðàçìåðà d×d, òî áóäóò äîêàçàíû ñóïåðïîëèíîìèàëüíûå îöåíêè íà ñëîæíîñòüâû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà äëÿ ëþáîé ñõåìû. Ýòî óòâåðæäåíèå óêàçûâàåò íà ñëîæíîñòüñëó÷àÿ ñõåì ãëóáèíû 3.Îïðåäåëåíèå 4.1. (ABP) ABP ýòî ãðà�, âåðøèíû êîòîðîãî ðàçáèòû íà ñëîè, àðåáðà èäóò èç ñëîÿ i â ñëîé i+1. Êàæäîå ðåáðî e òàêîãî ãðà�à ïîìå÷åíî ëèíåéíûìèìíîãî÷ëåíàìè le. Ïåðâûé ñëîé ñîäåðæèò ðîâíî îäíó âåðøèíó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ5



èñòî÷íèêîì. Àíàëîãè÷íî ñ ïîñëåäíèì ñëîåì, âåðøèíà â íåì íàçûâàåòñÿ ñòîêîì. Äëÿëþáîãî ïóòè γ = (e1, . . . , ed) èç èñòî÷íèêà â ñòîê, âåñ ïóòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðî-èçâåäåíèå ëèíåéíûõ �îðì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð: wt(γ) = le1 . . . led. �îâîðÿò, ÷òîABP âû÷èñëÿåò ìíîãî÷ëåí, ðàâíûé ∑

γ wt(γ), ãäå γ ïðîáåãàåò âñå ïóòè èç èñòî÷íèêàâ ñòîê.Îñíîâíàÿ èäåÿ ñâîäèìîñòè ìåæäó çàäà÷àìè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âî-ïåðâûõ,áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ABP îäíîðîäíàÿ, òàê êàê, êàê è âñëó÷àå ñõåì ãëóáèíû 3, ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü ê òàêîìó òèïó çàäà÷.Âî-âòîðûõ, îò ABP ìîæíî ïåðåéòè ê ñõåìàì âèäà ΣΠ[a]ΣΠ[d/a], ãäå èíäåêñ ñâåðõóíàä ïðîèçâåäåíèåì îçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå íà ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè. Òà-êèì îáðàçîì, íà ïåðâîì óðîâíå ïðîèñõîäèò ïåðåìíîæåíèå íå áîëåå ÷åì [d/a] ìîíîìîâ,à íà âòîðîì - íå áîëåå ÷åì [a] ìíîãî÷ëåíîâ. Ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïîäñ÷åò ìíîãî-÷ëåíà ABP ëåãêî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïåðåìíîæåíèå d ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, åñëèðàçäåëèòü âñå ìàòðèöû íà a áëîêîâ ïî d/a ìàòðèö â êàæäîé, òî ïîëó÷èòñÿ êàê ðàçñõåìà óêàçàííîãî âèäà. Â ðàáîòå [16℄ ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå a =
√

d logn
log s

íîâàÿ ñõåìàáóäåò ðàçìåðà s1 = expO(
√
d logn log s).Â-òðåòüèõ, èç ïîëó÷èâøèõñÿ ñõåì çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ñõåìàì âèäà Σ∧[a]Σ∧[d/a]

Σ, ãäå ∧ îçíà÷àåò âîçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà â ñòåïåíü. Òàêàÿ ñâîäèìîñòü âîçìîæíà ñèñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé ëåììû.Ëåììà 4.1. Äëÿ ëþáîãî n, ìîíîì x1 . . . xn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëåíåéíîéêîìáèíàöèè
2n−1 · n! · x1 . . . xn =

∑

(r2,...,rn)∈{±1}n−1

(x1 +

n
∑

i=2

rixi)
n · (−1)wt(r),ãäå wt(r) = |{i : ri = −1}|.Áëàãîäàðÿ íåé, ìåæäó ñõåìàìè óêàçàííîãî âûøå âèäà ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ñâîäè-ìîñòü. Ïðè ýòîì ðàçìåð ñõåìû ñòàíîâèòñÿ s2 = exp(O(

√
d logn log s)).Íàêîíåö, ïîñëåäíèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ñâîäèìîñòü ìåæäó Σ ∧[a] Σ ∧[d/a] Σ è ΣΠΣ.Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â òàêîé ñâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà:Ëåììà 4.2. Íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, äëÿ ëþáûõ m, d, ñóùåñòâóþò îäíîðîäíûïîëèíîìó fij ∈ C[u] ñî ñòåïåíüþ íå áîëåå, ÷åì d, òàêèå, ÷òî

(u1 + · · ·+ um)
d =

md+1
∑

i=1

m
∏

j=1

fij(uj).Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [18℄.
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5 Àëãîðèòìû äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñõåì ãëóáèíû 35.1 Îñíîâíûå âèäû èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâÊàê óæå áûëî óïîìÿíóòî, â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèÿ äàæå äëÿ ñõåì ãëóáèíû 3 íåò. Ïî-ýòîìó ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, ðàññìàòðèâàþùèõ ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ìíîãèåàëãîðèòìû èñïîëüçóþò îãðàíè÷åíèÿ k = O(1). Äåëî â òîì, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà äðóãèåïàðàìåòðû íå âûçûâàåò ñëîæíîñòè: åñëè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé n = O(1), òî ðåøå-íèå ñâîäèòñÿ ê ïåðåáîðó ìàëåíüêîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê (ïîëèíîìèàëüíîãî îò d). Òî æåïðîèñõîäèò è â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ íà d. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îãðàíè÷åíèÿ íà ñòåïåíüìíîãî÷ëåíà è êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ äîâîëüíî ñèëüíûå. Ïîýòîìó âåçäå äàëüøå áóäåòó÷èòûâàòüñÿ îãðàíè÷åíèå k = O(1) (bounded top− fanin).Â îñíîâíîì â ýòîé îáëàñòè àëãîðèòìû áûâàþò àäàïòèâíûìè è íåàäàïòèâíûìè,âåðîÿòíîñòíûìè è äåòåðìèíèðîâàííûìè. Ïåðâûå è âòîðûå èìåþò îáùåå ñâîéñòâî:îíè íàõîäÿò ìíîæåñòâî òî÷åê. Ïî àíàëèçó çíà÷åíèé â ýòèõ òî÷êàõ ìîæíî óñòàíî-âèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîãî÷ëåí òîæäåñòâåííûì íóëåì. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òîïðàâèëüíûé îòâåò äàåòñÿ ñ íåêîòîðîé çàðàíåå îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ: ÷åì âûøåòî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ, òåì áîëüøåå ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèäåòñÿ áðàòü. Ôîðìàëüíî ìíî-æåñòâî òî÷åê äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ äîëæíî îáëàäàòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì(ñ çàðàíåå âûáðàííûì S):Óòâåðæäåíèå 1. (Øâàðö-Çèïïåëü) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí p(x1, . . . , xn) - íåíóëåâîéìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F �îðìàëüíîé ñòåïåíè d. Ïóñòü S - ëþáîå ïîäìíîæåñòâî F èòî÷êà (a1, . . . , an) âûáðàíà ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç S. Òîãäà
P [p(a1, . . . , an) = 0] ≤ d

|S| .Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â [17℄.Äëÿ íåàäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ìíîæåñòâî òî÷åê H äîëæíî îáëàäàòü äðóãèì ñâîé-ñòâîì:Óòâåðæäåíèå 2. • äëÿ ëþáîé ñõåìû C = ΣΠΣ(k, d, n) íàä F åþ âû÷èñëÿåòñÿíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ⇔ ∀a ∈ H : C(a) = 05.2 Íåàäàïòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ k = O(1)Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåí àëãîðèòì èç ðàáîòû [14℄. Â íà÷àëå ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìîåìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùåå îïðåäåëåíèþ èç óòâåðæäåíèÿ 5.1. Äàëåå áóäóòðàññìîòðåíû îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.Ìíîæåñòâî H ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
• Ïóñòü S ⊂ F - ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ðàçìåðà dnk2 + 1.
• Ïóñòü T ⊂ F - ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ðàçìåðà d+ 1.7



• ∀β ∈ S, (γ1, . . . , γk) ∈ Fk îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð δ̄ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
δi =

∑

j∈[k]

βijγj.

• Ìíîæåñòâî H ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ γ̄. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àåïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âûøåóêàçàííûå ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò, òî åñòü |F| > dnk2.Â ñëó÷àå, êîãäà ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ìîæíî ïåðåéòè ê ðàñøèðåíèþïîëÿ F. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåíñòâîâåðíî.Îñíîâíàÿ èäåÿ, èñïîëüçóåìàÿ â ýòîì àëãîðèòìå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîâåðêè íàòîæäåñòâî, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è ðåøàþòñÿ áîëåå ïðîñòûåòîãî æå âèäà:Òåîðåìà 1. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, òàêîå, ÷òî |F| > dnk2. Òîãäà ñóùåñòâóåòäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé áåðåò íà âõîä òðîéêó (k, d, n) íàòóðàëüíûõ÷èñåë è çà âðåìÿ poly(kdn) ñòðîèò îòîáðàæåíèå Ψi : F[x1, . . . , xn] → F[y1, . . . , yk] (1 ≤ i ≤ polyÒîãäà
ΣΠΣ(k, d, n) ñõåìà C âû÷èñëÿåò íóëåâîé ìíîãî÷ëåí ⇔ ∀i : Ψi(C) = 0.Òàêèå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå. �àññìîòðèì ãîìîìîð�èçì Ψβòàêîé, ÷òî

∀i ∈ [n], Ψβ : xi 7→
k

∑

j=1

βijyj. (1)Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî Ψβ(α) = α, ∀α ∈ F.Ïóñòü R = F[x1, . . . , xn], R′ := F[y1, . . . , yk].Ëåììà 5.1. Ïóñòü Ψβ : R → R′ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ãîìîìîð�èçìîì, îïðåäåëåí-íûì â (1). Ïóñòü S ∈ L(R) � ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíûõ �îðì, òàêîå, ÷òî rk(S) ≤ k.Òîãäà äëÿ âñåõ, êðîìå, áûòü ìîæåò, nk2 çíà÷åíèé β, rk(Ψbeta(S)) = rk(S).�îìîìîð�èçì çàâèñèò òîëüêî îò òðîéêè (k, d, n) è âû÷èñëÿåòñÿ çà âðåìÿ poly(kdn).Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìîæíî ïîñìîòðåòü â [14℄. Ñ ïîìîùüþ íåå äîêàçûâàåòñÿîñíîâíàÿ òåîðåìà.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 â îäíó ñòîðîíó (ñëåâà íàïðàâî)ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � ãîìîìîð�èçìû. Äîêà-çàòåëüñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåò ðåçóëüòàò òåîðåìû 5.
8



6 Îöåíêè ðàíãà òîæäåñòâÏîä òîæäåñòâàìè ïîíèìàþò òàêèå ñõåìû C, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííîåðàâåíñòâî íóëþ: C ≡ 0. Äëÿ òàêèõ ñõåì ñóùåñòâóþò îöåíêè íà èõ ðàíãè, à èìåííî:
rank(C) = O(k2 log d).Î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóþò äàííûå îãðàíè÷åíèÿ? Êàæåòñÿ, ÷òî åñëè ïîëó÷èòñÿ äîêà-çàòü, ÷òî ðàíã äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé, òî îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâîíåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ñ ïîìîùüþ à�èííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî áóäåò ïåðåé-òè â ïðîñòðàíñòâî ñ ìåíüøèì ïîðÿäêîì ïåðåìåííûõ. Òàêæå ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû,ïîçâîëÿþùèå ý��åêòèâíî ðåøàòü çàäà÷ó PIT â ñëó÷àå ìàëåíüêèõ ðàíãîâ.Â ýòîé ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåí ñïîñîá îöåíêè ðàíãîâ òîæäåñòâ ΣΠΣ ïðè ïîìîùèêîí�èãóðàöèé Ñèëüâåñòðà-�àëëàè.Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü S � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà

FPn. Èíà÷å ãîâîðÿ, S � ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ â Fn+1 òàêîå, ÷òî íè îäèí âåêòîðâ S íå ÿâëÿåòñÿ êîëëèíåàðíûì äðóãîìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
V ⊂ S, ñîñòîÿùåãî èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà V ñîäåð-æèò êàê ìèíèìóì k + 1 âåêòîð èç S. Òîãäà S íàçûâàåòñÿ SGk-çàìêíóòûì.Íàèáîëüøèé âîçìîæíûé ðàíã SGk-çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà èç íå áîëåå, ÷åì mâåêòîðîâ Fn (äëÿ ëþáîãî n) îáîçíà÷àåòñÿ êàê SGk(F, m).Îñíîâíûå òåîðåìû äàííîãî ðàçäåëà � òåîðåìà î âåëè÷èíå SGk è ñâÿçü ìåæäó íåéè ðàíãîì òîæäåñòâ:Òåîðåìà 2. (SGk äëÿ ëþáîãî ïîëÿ) Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ F è k,m ∈ N>1, SGk(F, m) ≤
9k lgm.Òåîðåìà 3. (Ñâÿçü SGk ñ ðàíãîì òîæäåñòâ) Ïóñòü |F| > d. Òîãäà ðàíã ìèíèìàëü-íîãî è ïðîñòîãî òîæäåñòâà ΣΠΣ(k, d) íàä F íå ïðåâîñõîäèò 3(k−1)(k−2)

2
+k ·SGk(F, d).Îñíîâíîé âûâîä èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñ�îðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:Òåîðåìà 4. Ïóñòü C ÿâëÿåòñÿ ΣΠΣ(k, d) íàä ïîëåì F, ïðè÷åì îíà ìèíèìàëüíàÿ,ïðîñòàÿ è íóëåâàÿ. Òîãäà:

• äëÿ F = R, rk(C) < k2 + 3(k−1)(k−2)
2

;
• äëÿ ëþáîãî ïîëÿ F, rk(C) < k2(lg d) + 3(k−1)(k−2)

2
.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáúÿñíÿåò, êàêèì îáðàçîì âûøåóêàçàííûå òåîðåìû ïðè-âîäÿò ê ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîìó àëãîðèòìó ïðîâåðêè ïîëèíîìà íà òîæäåñòâåííûé íîëüâ ïîëå Q:Óòâåðæäåíèå 3. Ñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé áåðåò íàâõîä òðîéêó (k, d, n) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è çà âðåìÿ poly(ndk

2

) âûäàåò ìíîæåñòâî Hñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 9



1. Äëÿ ëþáîé ñõåìû C = ΣΠΣ(k, d, n) íàä R âû÷èñëÿåò íóëåâîé ìíîãî÷ëåí ⇔ ∀a ∈
H, C(a) = 0.2. H ñîäåðæèò íå áîëåå poly(ndk

2

) òî÷åê.3. Áèòîâàÿ äëèíà êàæäîé òî÷êè â H ÿâëÿåòñÿ poly(kn log d).Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèâ ïðîâåðÿþùåå ìíîæåñòâîH, ìû ñìîæåì ý��åêòèâíî ïðî-âåðèòü, âû÷èñëÿåò ëè äàííàÿ ñõåìà íóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Òàê êàê ðàçìåð ìíîæåñòâàòî÷åê ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (ñ ó÷åòîì k = O(1)), òî âðåìÿïðîâåðêè òàêæå áóäåò ïîëèíîìèàëüíûì.6.1 Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà íóëþÂâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü ìóëüòèïëèêàòèâíûé ÷ëåí f èìååò âèä: f := c·∏l∈S l, c ∈
F∗ è S - ñïèñîê íåíóëåâûõ ëèíåéíûõ �îðì. Òîãäà L(f) îáîçíà÷àåò ñïèñîê S ëèíåéíûõ�îðì èç ïðîèçâåäåíèÿ âûøå, à

M(S) =

{

∏

l∈S l, S 6= ∅,
1, S = ∅.

L(C) îáîçíà÷àåò, ñîîòâåòñòâåííî, ñïèñîê âñåõ ëèíåéíûõ �îðì â ñõåìå C.
[Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà sp(·) è ðàíã rk(·)] Ïóñòü S � ñïèñîê ëèíåéíûõ �îðì, òî-ãäà sp(S) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íàä ëèíåéíûìè �îðìàìè èç S íàä F. rk(S) îáîçíà÷àåòðàíã ìíîæåñòâà S êàê íàáîð âåêòîðîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä F.
[radsp(·)] Ïóñòü S := {f1, . . . , fm} � ìóëüòèïëèêàòèâíûå ÷ëåíû, ïîðîæäàþùèåèäåàë I. Îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî radsp(S) := sp(L(f1 ∩ · · · ∩ fm)). Êîãäàìíîæåñòâî S áóäåò î÷åâèäíî èç êîíòåêñòà, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòî çàïèñü

radsp(I). Çàïèñü radsp(I, f) â òàêîì ñëó÷àå îáîçíà÷àåò radsp(S ∩ {f}).
[Ïîäîáíûå �îðìû] äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëèíîìîâ f, g íàçîâåì f ïîõîæèì íà g,åñëè ∃c ∈ F∗ : f = cg. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñõîäñòâî ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãîèäåàëà I. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîíÿòèå ñõîäñòâà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
[Óçëû] Ïóñòü f íåêîòîðûé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ÷ëåí è èäåàë I ïîðîæäåí êàêèìè-òî ìóëüèòèïëèêàòèâíûìè ÷ëåíàìè. Òîãäà ¾ñõîäñòâî ïî ìîäóëþ radsp(I)¿ ÿâëÿåò-ñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà L(R) è äåëèò ñïèñîê L(f) íà êëàññû ýêâèâà-ëåíòíîñòè.
[repI(f)] Äëÿ êàæäîãî òàêîãî êëàññà âûáèðàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëü li è îïðåäåëÿåò-ñÿ ñîâîêóïíîñòü repI(f) := {l1, . . . , lr} (r - êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè).
[nodI(f)] Äëÿ ëþáîé �îðìû li ∈ repI(f) ïåðåìíîæàþòñÿ âñå �îðìû, ïîõîæèå íà

li mod radsp(I):
nodI(f) := {M(L(f) ∩ (F∗l + radsp(I)))|l ∈ repI(f)}.10



[Ïóòè] Ïóñòü I - èäåàë, ïîðîæäåííûé êàêèìè-òî ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ÷ëåíà-ìè. Ïóñòü òàêæå C =
∑

i∈[k] Ti ÿâëÿåòñÿ ΣΠΣ(k, d). Ïóñòü vi - ïîä÷ëåí Ti (L(vi) ⊂
L(Ti)), ∀i ∈ [k]. Íàçîâåì êîðòåæ (I, v1, . . . , vk) ïóòåì C ïî ìîäóëþ I, åñëè

∀i ∈ [k] : vi ∈ nod〈I,v1,...,vi−1〉(Ti).Òàêæå ∀S ⊂ [k] : CS :=
∑

s∈S Ts.
∀i ∈ {0, . . . , k − 1} îïðåäåëèì [i]′ := [k] \ [i], [0] := ∅, C∅ := 0.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî íóëþ ñâÿçàíîñ ââåäåííûì ïîíÿòèåì ïóòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, îíà ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì òîãî, ÿâëÿåòñÿëè ñõåìà íóëåâîé èëè íåò.Òåîðåìà 5. Ïóñòü I - èäåàë, ïîðîæäåííûé ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ÷ëåíàìè. Ïóñòü

C =
∑

i∈[k] Ti ÿâëÿåòñÿ ΣΠΣ(k, d) è íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ïî ìîäóëþ I. Òîãäà ∃i ∈
{0, . . . , k − 1} : C[i]modI èìååò ïóòü p òàêîé, ÷òî

C[i]′ ≡ α · Ti+1 6≡ 0(mod p).Â ðàáîòå [KS05℄ îïèñàí àëãîðèòì, êîððåêòíîñòü êîòîðîãî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþïðèâåäåííîé òåîðåìû. Îäíàêî, íåîáõîäèìîå ìíîæåñòâî ïîñòðîåíî ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ
F = R, ïðè÷åì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïî ïðåæíåìó çàâèñèò îò k ýêñïîíåíöèàëüíî. Âîáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèàëüíîãî ìíîæåñòâà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì i ∈ {0, . . . , k − 1} è ïóòü p ïîäñõåìû C[i] mod I, ÷òî:1. C[i]′ 6∈ 〈p〉,2. Ji := {j ∈ [i]′|Tj 6∈ 〈p〉} 6= ∅ íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ (ïî âñåì i).Òàê êàê äëÿ i = 0, p = (I) âûïîëíÿþòñÿ îáà óñëîâèÿ, òî Ji 6= ∅, à çíà÷èò, ìîæíîíàéòè òàêèå i è p, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü îáà óñëîâèÿ.Ïóñòü j∗ = min

j∈Ji
j. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀m, i < m < j∗ : Tm ∈ 〈p〉. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

vm := M(Lradsp(p)(Tm)) ∈ 〈p〉, òî åñòü äîáàâëåíèå ýòèõ ýëåìåíòîâ ê p íå ìåíÿåò 〈p〉.Òîãäà äîêàæåì, ÷òî q := (p, (vm|i < m < j∗)) ïóòü èç óñëîâèÿ òåîðåìû.Òàê êàê C[j∗−1]′ ≡ C[i]′( mod p) è C[i]′ 6∈ 〈p〉 = 〈q〉, òî j∗−1 è q òàêæå óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì âûøå (òàê êàê íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ).Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü C[j∗−1]′ 6∈ 〈q, Tj∗〉, òîãäà ïî êèòàéñêîé òåî-ðåìå îá îñòàòêàõ ∃vj∗ ∈ nod〈q〉(Tj∗) : C[j∗−1]′ 6∈ 〈q, vj∗〉. Òîãäà íîâûé ïóòü q′ := (q, vj∗)î÷åâèäíî áóäåò ïóòåì C[j∗] mod I. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Jj∗ ⊂ Ji \ j∗ ( Ji, ïðè÷åì
C[j∗−1]′ = C[j∗]′ − Tj∗ 6= 〈q′〉, îòêóäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ Ji.Çíà÷èò, C[j∗−1]′ 6∈ 〈q, Tj∗〉, òî åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ∃α :

(C[j∗−1]′ − αTj∗) ∈ 〈q〉 = 〈p〉,îòêóäà è ïîëó÷àåì óñëîâèå òåîðåìû. �11



6.2 ßäåðíîå ñîîòâåòñòâèåÊàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, îñíîâíàÿ öåëü èçó÷åíèÿ ðàíãîâ ó òîæäåñòâ è äðóãèõñõåì � ýòî ïîíÿòü, íàñêîëüêî íà ñàìîì äåëå ¾ïðîñòû¿ ýòè òîæäåñòâà, òî åñòü êàêèììèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ îíè îïèñûâàþòñÿ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íè-æå, ìóëüòèïëèêàòèâíûå ÷ëåíû â òîæäåñòâàõ ñèëüíî ¾ïîäîáíû¿, à èìåííî: ëèíåéíûå�îðìû, êîòîðûå â íèõ ñîäåðæàòñÿ, îäèíàêîâûå ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî èäåàëà.Îïðåäåëåíèå 6.3. [Ñîîòâåòñòâèÿ] Ïóñòü U, V � ñïèñêè ëèíåéíûõ �îðì è I � ïîä-ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ �îðì. I-ñîîòâåòñòâèåì íàçûâàåòñÿ áèåêöèÿ
π ìåæäó ñïèñêàìè U, V : ∀l ∈ U, π(l) ∈ F∗l + I.Åñëè f, g � ìóëüòèïëèêàòèâíûå ÷ëåíû, òî I-ñîîòâåòñòâèå îçíà÷àåò ñîîòâåò-ñòâèå ìåæäó L(f), L(g).Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü íå î÷åíü áîëüøîå ïîäïðî-ñòðàíñòâî (â ñìûñëå ðàíãà) ëèíåéíûõ �îðì, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ìåæäó âñåìèìóëüòèïëèêàòèâíûìè ÷ëåíàìè ñõåìû-òîæäåñòâà ñóùåñòâóåò òàêîå ñîîòâåòñòâèå.Òåîðåìà 6. Ïóñòü C = T1 + · · · + Tk � ΣΠΣ(k, d) ñõåìà, ïðè÷åì ìèíèìàëüíàÿ èíóëåâàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî K ïðîñòðàíñòâà âñåõ ëèíåéíûõ �îðì,òàêîå, ÷òî:
• rk(K) ≤ (k − 1)(k − 2).

• ∀i ∈ [k] ∃K-ñîîòâåòñòâèå πi ìåæäó T1 è Ti.Òàêîå ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ ÿäåðíûì ñîîòâåòñòâèåì C.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäïðîñòðàíñòâî K áóäåò ñòðîèòñÿ èòåðàòèâíî, ïðè÷åì ïîíàäî-áèòñÿ íå áîëåå k − 1 öèêëîâ. Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè áóäåò ïîääåðæèâàòüñÿ ìíî-æåñòâî P, ñîäåðæàùåå ïóòè íåêîòîðûõ ïîäñõåì C, è íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� G =
([k], E). Äëÿ óäîáñòâà U := radsp(p|p ∈ P). Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè áóäåò ïîä-äåðæèâàòüñÿ èíâàðèàíò: (i, j) ∈ E ⇔ Ti, Tj � U-ñîîòâåòñòâèå. Èíèöèàëèçàöèÿ: P :=
{(0)}, E := {(i, j) ∈ [k]2|Ti, Tj ñõîæè}. Â èòîãå õî÷åòñÿ ïîëó÷èòü ñâÿçíûé ãðà� G (íàñàìîì äåëå k-êëèêó), ñîõðàíÿÿ rk(U) êàê ìîæíî ìåíüøå.Ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò, åñëè ïîëó÷èòñÿ ñîõðàíèòü èíâàðèàíò äî øàãà (r − 1) ≥ 0.Åñëè G ñòàë ñâÿçíûì, òî ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ. Åñëè íåò, òî íàäî ïîïðîáîâàòüóìåíüøèòü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè íà øàãå r. Ïóñòü S - ìàêñèìàëüíàÿ êîì-ïîíåíòà ñâÿçíîñòè G, S 6= [k]. Òîãäà ïî ñâîéñòâó ìèíèìàëüíîñòè ñõåìû, CS 6= 0, èìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì îòëè÷èÿ ñõåìû îò íóëÿ:

∃pS ∈ C : ∃i ∈ S, CS ≡ αTi 6≡ 0 (mod pS), α ∈ F∗.Ïóñòü S ′ := [k] \ S. Òîãäà
C ≡ CS′ + αTi ≡ 0 (mod pS).12



Çíà÷èò, èç óñëîâèÿ âûøå CS′ 6∈ 〈pS〉. Òîãäà ïî òîìó æå êðèòåðèþ, ìîæíî ïîñòðîèòüïóòü pS′ â CS′ mod pS:
CS′ ≡ βTj 6≡ 0 (mod pS′), β ∈ F∗

⇓

αTi ≡ −βTj 6≡ 0( (mod p)S′).ÏóñòüK ′ := radsp(pS′). Òåïåðü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü pS′ êàê ïóòü ñõåìû C mod 〈0〉,ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà íå áîëåå, ÷åì |S| − 1 + |S ′| − 1 = k − 2, òî
rk(K ′) ≤ k − 1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñðàâíåíèå âûøå ïðèâîäèò ê K ′-ñîîòâåòñòâèþìåæäó Ti è Tj , ïðè÷åì ñîõðàíÿÿ ñîîòâåòñòâèÿ, êîòîðûå áûëè äî ýòîãî (
ì. [14℄). Ïðèýòîì êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè óìåíüøèëîñü.Íà êàæäîé èòåðàöèè rk(U) óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà k− 2, à èòåðàöèé âñåãî
k − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà èç òåîðåìû. �Â äàííîé ðàáîòå îöåíêà óëó÷øåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ îðèãèíàëüíîé âåðñèåé äîêàçà-òåëüñòâà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, àñèìïòîòè÷åñêè îöåíêà îêàçàëàñü òàêîé æå ïî ïîðÿäêó,òàê êàê àâòîðû ïîêàçàëè îöåíêó ðàíãà k2. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïîëó-÷åííàÿ òî÷íîñòü áóäåò èìåòü ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ äðóãèõ âûâîäîâ.6.3 Ñåðòè�èêàò äëÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ìóëüòèïëèêàòèâ-íûõ ÷ëåíîâÒåïåðü õî÷åòñÿ ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íûå âçàèìîòíîøåíèÿ äëÿ òåõ ñõåì, êîòîðûå íå ÿâ-ëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè, òî åñòü êàêèå-íèáóäü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòèìóëüòèïëèêàòèâíûõ ÷ëåíîâ.Ïóñòü ýòî T1, . . . , T[k′], è ïîäïðîñòðàíñòâî K ′ òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò K ′-îòîáðàæåíèåìåæäó T1, Ti ∀i ∈ [k]. Ïóñòü òàêæå ýòè ìóëüòèïëèêàòèâíûå �îðìû ëèíåéíî íåçàâèñè-ìû. Òîãäà õî÷åòñÿ ïîñòðîèòü òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî K ðàíãà íå áîëåå (rk(K ′) + k′2),÷òîáû M(LK(T1)), . . . ,M(LK(Tk′)) òîæå áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Çäåñü ââåäåíî îáî-çíà÷åíèå LK(L(Ti) = L(Ti) ∩K. Ñîîòâåòñòâåííî, ñõåìà ñòàíîâèòñÿ ïðîùå, à ëèíåéíàÿíåçàâèñèìîñòü îñòàåòñÿ.Òåîðåìà 7. Ïóñòü C =

∑

i∈[k] Ti - ìèíèìàëüíîå ΣΠΣ(k, d) òîæäåñòâî è {Ti|i ∈ I } �ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî íåçàâèñèìûõ òåðìîâ (ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ÷ëåíîâ, 1 ≤
k′ := |I| < k). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî K, ÷òî:
• rk(K) ≤ 3(k−1)(k−2)

2
.

• ∀i ∈ [k] ñóùåñòâóåò K-îòîáðàæåíèå ìåæäó T1, Ti.
• (Ki := M(LK(Ti)).) Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ÷ëåíû {Ki|i ∈ I} ëèíåéíî íåçàâèñè-ìû. 13



Òàêîå ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ ÿäðîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî I = [k′]. Ïðî-öåññ èòåðàòèâíûé, íå áîëåå k′2 öèêëîâ, ïîñòåïåííî ñòðîèòñÿ K. Íà êàæäîì øàãåïîääåðæèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî U , êîòîðîå ñ êàæäûì øàãîì ñòàíîâèòñÿ âñå áëèæå ê
K. Ñ÷èòàåì Ui := M(LU (Ti)), ∀i ∈ [k′]. Òàêæå äëÿ i ∈ [k′] \ {1} îïðåäåëÿåòñÿ èäåàë
Ii := 〈U1, . . . , Ui−1〉.Ïðîöåññ èäåò ïî äâóñòóïåí÷àòîìó öèêëó. Äëÿ óäîáñòâà âíåøíèé öèêë íàçûâàåòñÿ�àçîé, à âíóòðåííèé - êðóãîì. Íà êàæäîì êðóãå U óâåëè÷èâàåòñÿ ìàêñèìóì íà 1, íà
i-é �àçå íå áîëåå i êðóãîâ. Ïðè÷åì ïîñëå îêîí÷àíèÿ i-é �àçû (i ≥ 2) îáåñïå÷èâàåòñÿ
Ti 6∈ Ii.Íà ïåðâîé �àçå ñ÷èòàåì U := K ′, êîòîðîå ìîæíî íàéòè ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå.Ïðè÷åì ïîëó÷àåì, ÷òî ê êîíöó ïåðâîé �àçû rk(U) ≤ (k − 1)(k − 2).Ôàçà i = 2: Òàê êàê T1 è T2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî T1 6∈ 〈T2〉. Òîãäà ïî ëåììå 6.2ïîëó÷èì, ÷òî ∃v ∈ nod〈0〉(T1) : T2 6∈ 〈v〉. Îáíîâëÿåì U äî (U + radsp(v)). Âèäíî, ÷òî
T2 6∈ 〈U1〉 = I2 (èíà÷å ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî T2 6∈ 〈v〉).Ôàçà i > 2: Ñ÷èòàåì, ÷òî ∀r < i : Tr 6∈ Ir. Íà êðóãå j (1 ≤ j < i) ìû õîòèìïîääåðæèâàòü óñëîâèå, ÷òî Ti 6∈ 〈U1, . . . , Uj, Tj+1, . . . , Ti−1〉. Åñëè ýòî âûïîëíÿåòñÿ, òîíè÷åãî íå äåëàåì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì:Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü i > 2 è 1 ≤ j < i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Tr 6∈ 〈U1, . . . , Ur−1〉,
∀ r < i. Ïóñòü Ti ∈ 〈U1, . . . , Uj, Tj+1, . . . , Ti−1〉, íî Ti 6∈ 〈U1, . . . , Uj−1, Tj, . . . , Ti−1〉.Òîãäà

∃v ∈ nod〈U1,...,Uj−1〉(Tj) : ïðè U ′ ← (U + radsp(v)) âûïîëíÿåòñÿ
Ti 6∈ 〈U ′

1, . . . , U
′
j, Tj+1, . . . , Ti−1〉.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

Ti +

i−1
∑

r=j+1

αrTr ∈ 〈U1, . . . , Uj〉äëÿ êàêèõ-òî αr ∈ F. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè êîý��èöèåíòû íå îäíîçíà÷íû. Òîãäà ïðèâû÷èòàíèè äâóõ ðàçíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, êàêèå-òî êîý��èöèåíòû îñòàíóòñÿíåíóëåâûìè. Ïóñòü s = max{i : αi = α′
i 6= 0} (α′

i - äðóãîé âàðèàíò êîý��èöèåíòîâ).Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Ts ∈ 〈U1, . . . , Uj, Tj+1, Ts−1〉 ⊂ 〈U1, . . . , Us−1〉, à ýòî ïðîòèâîðå÷èòïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî αi îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.Èç âòîðîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
Ti +

i−1
∑

r=j+1

αrTr 6∈ 〈U1, . . . , Uj−1, Tj〉.
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Òîãäà ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ:
∃v ∈ nod〈U1,...,Uj−1〉(Tj) : Ti +

i−1
∑

r=j+1

αrTr 6∈ 〈U1, . . . , Uj−1, v〉.Îáíîâèì U ′ ← (U + radsp(v)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå åùå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
Ti ∈ 〈U ′

1, . . . , U
′
j, Tj+1, . . . , Ti−1〉,òîãäà

Ti +

i−1
∑

r=j+1

βrTr ∈ 〈U ′
1, . . . , U

′
j〉 ⊂ 〈U1, . . . , Uj〉.Òàê êàê ìû äîêàçàëè åäèíñòâåííîñòü êîý��èöèåíòîâ, òî αr = βr. Îòñþäà ïîëó÷à-åòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ íàïèñàííûì ðàííåå. �Äàëåå èíäóêòèâíî ïðèìåíÿåì óòâåðæäåíèå íà÷èíàÿ ñ êðóãà 1. Ïåðåõîä âûïîëíÿ-åòñÿ ïðÿìî èç óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ, ïîýòîìó îñòàëîñü ïðîâåðèòü áàçó.Íà ïåðâîì êðóãå ìû äîëæíû ÷òî-òî ñäåëàòü òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè Ti ∈ 〈U1, T2, . . . , Ti−1〉.Íî èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå âñå ðàâíî âåðíî ïðè j = 1, àíîâóþ ëèíåéíóþ �îðìó v ìû äîëæíû áðàòü ïî íóëåâîìó èäåàëó. Íà ïîñëåäíåì êðóãåâûïîëíÿåòñÿ èíâàðèàíò ïî �àçå: Ti 6∈ 〈U1, . . . , Ui−1〉Ii.Èòàê, èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåíî, íà êàæäîì êðóãå rk(U) óâåëè÷èâà-åòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó íà rk(U). �Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà ðàíãà U î÷åíü íå ñòðîãàÿ. Âî-ïåðâûõ, íåòî÷íîñòü ïîÿâëÿåòñÿ óæå íà ïåðâîé �àçå. Ïîýòîìó áîëåå òî÷íîé îöåíêîéÿâëÿåòñÿ

rk(U) ≤ (k − 1)(k − 2) +
(k − 1)(k − 2)

2
=

3(k − 1)(k − 2)

2
.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà ïîìèìî îöåíêè íà ðàíã ÿäðà òàêæå äàåò è àíàëèòè-÷åñêèé ñïîñîá åãî ïîñòðîåíèÿ, ïðè÷åì îí ñîñòîèò èç äâóõ âàæíûõ ïóíêòîâ: ïîñòðîåíèåÿäåðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ è ïîñëåäóþùàÿ äîñòðîéêà äî ÿäðà. Ïîýòîìó åñëè ïîëó÷èòñÿ,÷òî ÿäåðíîå ñîîòâåòñòâèå îêàæåòñÿ ÿäðîì, òî âòîðîãî ñëàãàåìîãî âîîáùå íå áóäåò.Äàëåå â ðàáîòå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè k = 3 âûïîëíÿåòñÿ èìåííî òàêîé ñëó÷àé.6.4 Òåîðåìà Ñèëüâåñòðà-�àëëàèÈç ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà âèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ìíîãî ëèíåéíûõ �îðì â òîæäåñòâåîêàçàëèñü ¾ïîäîáíûìè¿ ïî ìîäóëþ íå î÷åíü áîëüøîãî èäåàëà. Âñåãî ëèíåéíûõ �îðì,êîòîðûå ïðè ýòîì íàõîäÿòñÿ â radsp(K), íå áîëåå, ÷åì 3(k−1)(k−2)

2
. Ñîîòâåòñòâåííî,îñòàëîñü ïîíÿòü, êàê ñîîòíîñÿòñÿ äðóã ñ äðóãîì îñòàâøèåñÿ ëèíåéíûå �îðìû. Èòîãî-âûé ðåçóëüòàò ñ�îðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåé òåîðåìå:Òåîðåìà 8. Èòîãîâàÿ îöåíêà Ïóñòü |F| > d. Òîãäà ðàíã ïðîñòîãî, ìèíèìàëüíîãî

ΣΠΣ(k, d) òîæäåñòâà, â êîòîðîì íàèáîëüøåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ ðàâíî
k′, íå áîëåå, ÷åì 3(k−1)(k−2)

2
+ (k − k′) · SGk′(F, d).15



Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçìåðà ÿäðà. Ñîîòâåòñòâåííî, îñòàëîñü ïîêàçàòü,îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñëåäóþùåå:Òåîðåìà 9. Ïóñòü |F| > d. Òîãäà ðàíã äëÿ íåÿäåðíîé ÷àñòè ïðîñòîãî è ñòðîãî ìèíè-ìàëüíîãî ( òî åñòü k′ = k+1) ΣΠΣ(k, d) òîæäåñòâà íàä F íå áîëåå, ÷åì SGk−1(F, d).Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî.Äîêàçàòåëüñòâî.(Òåîðåìà 8)Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T1, . . . , Tk′ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Òîãäà ∀i ∈ [k′ + 1, k] ñóùåñòâóþò òàêèå αi,j ÷òî
Di :=

∑

j∈[k′]

αi,jTj + Ti = 0.Ïóñòü Ni = {j : αi,j 6= 0}. Òîãäà
∀i ∈ [k′ + 1, k] : Di =

∑

j∈Ni

αi,jTj + Ti = 0.Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè åñòü ÿäðî äëÿ ñõåìû C, òî îíî ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîäåðæèò äëÿñõåìû D̂i, ïîëó÷åííîé èç Di äåëåíèåì íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ ñëàãàåìûõ(î÷åâèäíî, ÷òî ñâîéñòâî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ). Òàêèì îá-ðàçîì, ñõåìà D̂i ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìèíèìàëüíûì, ïðîñòûì òîæäåñòâîì, à çíà÷èò, ðàíãíåÿäåðíîé ÷àñòè ðàâåí SGk′(F, d).Â ñëó÷àå, êîãäà ⋂

i∈[k′+1,k]Ni = [k′], î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ �îðìà ñõåìûîïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûì ïîëó÷åííûì ¾áàçèñîì¿. Îòñþäà è ñëåäóåò èñêîìàÿ îöåíêà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïóñòü S :=
⋂

i∈[k′+1,k]Ni 6= [k′]. Èç îïðåäåëåíèÿ ñõåì
Di ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ∑

i∈[k′+1,k]

Ti =
∑

s∈S βsTs äëÿ íåêîòîðûõ βs èç F. Òîãäà
C = C[k′] + C[k′+1,k] =

∑

i∈[k′]

Ti +
∑

s∈S

βsTs = 0.Òàê êàê S � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî [k′], òî äàííîå óñëîâèå ïðîòèâîðå÷èò ëè-íåéíîé íåçàâèñèìîñòè Ti äëÿ i ∈ [k′], ïðîòèâîðå÷èå. �Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9 ìîæíî íàéòè â [14℄.6.5 Íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè íà ðàíã òîæäåñòâÒåïåðü îöåíêè íà ðàíãè áóäåì ðàññìàòðèâàòü àñèìïòîòè÷åñêè. Âûøå áûëî ïîêàçà-íî, ÷òî âåðõíèå îöåíêè äëÿ ðàíãîâ â ëþáîì ïîëå F ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà
O(k2 log d). Òåì íå ìåíåå, èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè � Ω(k log d). Îíè äîñòèãàþòñÿäëÿ ïîëåé âû÷åòîâ: Fp, ãäå p - ïðîñòîå ÷èñëî.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òîæäåñòâî íàä ïîëåì F2 ïðè k = 3:
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C(x1, . . . , xr) :=
∏

b1,...,br−1∈F2

b1+···+br−1≡1

(b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)+

+
∏

b1,...,br−1∈F2

b1+···+br−1≡0

(xr + b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)+

+
∏

b1,...,br−1∈F2

b1+···+br−1≡1

(xr + b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)Â ýòîì ñëó÷àå r ≥ 2. Òîãäà d = 2r−2, à rk(C) = r = log2 d + 2, òî åñòü íèæíÿÿîöåíêà âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü òîæäåñòâîäëÿ ëþáîãî k.Ëåììà 6.1. Ïóñòü D :=
∑k

j=1 Tj � ïðîñòàÿ, ìèíèìàëüíàÿ è íóëåâàÿ ΣΠΣ ñõåìà íàä
F2, îïðåäåëåííàÿ íà ïåðåìåííûõ y1, . . . , ys. Ïóñòü ñòåïåíü D ðàâíà g, âåðõíèé ñëîé
k, ðàíã s. C îïðåäåëåíà âûøå, ïðè÷åì C = S1 + S2 + S3. Òîãäà ñõåìà, îïðåäåëÿåìàÿ

D′ :=
k−1
∑

j=1

Tj · S1 − Tk · S2 − Tk · S3,ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé, ïðîñòîé è íóëåâîé ñî ñòåïåíüþ d′ = d+g, âåðõíèì ñëîåì,ðàâíûì k′ = k + 1, è ðàíãîì r′ = s+ r.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé, èñïîëüçóÿ, ÷òî S2+S3 = −S1.Äëÿ ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p > 0:
C(x1, . . . , xr) :=

∏

b1,...,br−1∈Fp

b1+···+br−1≡1

(b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)+

+
∏

b1,...,br−1∈Fp

b1+···+br−1≡0

(xr + b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)+

+
∏

b1,...,br−1∈Fp

b1+···+br−1≡1

(xr + b1x1 + · · ·+ br−1xr−1)òàêæå ïîäõîäèò.Îñîáûé ñëó÷àé âîçíèêàåò äëÿ ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè 0. �àññìîòðèì åãî ïîäðîáíåå.Íà äàííûé ìîìåíò èçâåñòíî ëèøü òîæäåñòâî ðàíãà 4 äëÿ òàêèõ ïîëåé:
x4(x4+x1+x2)(x4+x2+x3)(x4+x3+x1)− (x4+x1)(x4+x2)(x4+x3)(x4+x1+x2+x3)+

+x1x2x3(2x4 + x1 + x2 + x3).17



Îäíàêî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ðåøåíèå îïòèìàëüíî è íåëüçÿ ïîñòðî-èòü òîæäåñòâî áîëåå âûñîêîãî ðàíãà (ïðîñòîå è ìèíèìàëüíîå).Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðèè Ñèëüâåñòðà-�àëëàè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ðàíã òîæäåñòâ äîëæåíîöåíèâàòüñÿ êàê ñîñòàâëÿþùàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêå íà ðàíãè ÿäåð, è äîáàâêà îò
SGk(F, m). Âî-ïåðâûõ, â ñëó÷àå F = R ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî SG2(R, d) ≤ 2.Îöåíêà íà ðàíã òîæäåñòâà ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé 3

2
(k− 1)(k− 2)+ (k− k′) ·SGk′(F, d),ãäå k′ - ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â ñëó-÷àå k = 3 ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî äâóì, ïîýòîìó îò âòîðîãî ñëàãàåìîãîïîëó÷àåòñÿ 2.Îñòàëîñü âñïîìíèòü, îòêóäà áåðåòñÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå. Âåëè÷èíó (k− 1)(k− 2) ìûïîëó÷èëè èç ïîèñêà K-ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ÷ëåíîâ ñõåìû. Äàëåå,óæå äëÿ ïîèñêà ÿäðà, çà îñíîâó áðàëîñü èìåííî ìíîæåñòâî K. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òîóæå åãî â ñëó÷àå k = 3 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÿäðî.�àññìîòðèì ñõåìó C = T1 + T2 + T3. Ïóñòü åñòü ìíîæåñòâî K ðàíãà 2, òàêîå, ÷òîñóùåñòâóåò K-ñîîòâåòñòâèå ìåæäó T1 è T2, à òàêæå ìåæäó T1 è T3. Ïî ïîñòðîåíèþìíîæåñòâà K ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàëàñü íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ �îðìà l èç T1 è äîáàâëÿ-ëàñü â K. Î÷åâèäíî, ÷òî T2 è T3 íå ñîäåðæàò ëèíåéíûõ �îðì, ïîõîæèõ íà l, èíà÷å îíèîáà ñîäåðæàò òàêèå �îðìû è ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû ïðîñòîòå ñõåìû. Ïðè ýòîì, òàêæåèç ïðîñòîòû ñõåìû, T1 è T2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî M(LK(T1)) è

M(LK(T2)) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî èìå-åòñÿ ýëåìåíò â ñïèñêå, êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí l. Âî âòîðîì ñëó÷àå òàêîãî íåò èçîïèñàííîãî âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîõðàíèëàñü. Ïîëó÷àåòñÿ,÷òî îò ÿäðà â îöåíêó ðàíãà äàåò âêëàä òîëüêî ñëàãàåìîå (k − 1)(k − 2), ÷òî â ñëó÷àå
k = 3 ðàâíî 2.Òàêèì îáðàçîì, ïðè k = 3 è F = R îöåíêà íà ðàíã äåéñòâèòåëüíî ðàâíà 4, è íåçàâèñèò îò ñòåïåíè ñõåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî õîòÿ áû â ýòîì ñëó÷àåðåçóëüòàò ñèëüíî çàâûøåí è, âîçìîæíî, ïîëó÷èòñÿ ñäåëàòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè.7 Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììûËåììà 7.1. Ñõåìà C ãëóáèíû 3 ñ âåðõíèì ñëîåì k è ñòåïåíüþ d > 0 ìîæåò áûòüïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòîì ê ñõåìå C′ = ΣΠΣ(k, d) òàêîé, ÷òî C ≡ 0 ⇔ C′ ≡ 0.Òàêàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé C.Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ëèíåéíàÿ �îðìà

lij = l0ij +
n

∑

t=1

ltijxtïðèíàäëåæèò ñõåìå C. Òîãäà ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ y è ïîñòðîèì
l′ij = l0ijy +

n
∑

t=1

ltijxt.18



Òåïåðü
C ′(x, y) =

k
∑

i=1

ciy
d−di

di
∏

j=1

l′ij .Ïðåäñòàâèì
C(x) =

d
∑

i=1

Pi(x),ãäå Pi(x) - ñîñòîâëÿþùàÿ ñòåïåíè i â C. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî
C(x) =

d
∑

i=1

Pi(x)y
d−i,îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî C ≡ 0⇔ C ′ ≡ 0.

�Ëåììà 7.2. (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ) Ïóñòü h ∈ R, f ÿâëÿåòñÿ ìóëü-òèïëèêàòèâíûì ÷ëåíîì, è èäåàë I ïîðîæäåí íåñêîëüêèìè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè÷ëåíàìè. Òîãäà h 6∈ 〈I, f〉 ⇔ ∃g ∈ nodI(f) : h 6∈ 〈I, g〉.8 ÂûâîäûÊàê áûëî ñêàçàíî âûøå, äàæå ñõåìû ãëóáèíû 3 � äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà.Òåì íå ìåíåå, îöåíêè íà ðàíãè òîæäåñòâ äàþò íàäåæäó íà òî, ÷òî òàêèå ñõåìû èìåþòïðîñòîé âèä, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èäåè, àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìó, ðàçîáðàííî-ìó â ýòîé ðàáîòå. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîâåðêó äëÿ áîëåå ïðîñòûõ ñòðóêòóð ïðèäóìàòüíàìíîãî ïðîùå è îíà áóäåò áîëåå ý��åêòèâíîé. Áîëåå òîãî, èç ñëó÷àÿ F = R ìîæíîñäåëàòü âûâîä, ÷òî îöåíêà O(k2 log d) íà ðàíã ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî çàâûøåíîé õîòÿ áû äëÿñëó÷àÿ òàêîãî ïîëÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Agrawal M., Biswas S. Primality and Identity Testing via Chinese Remain-dering. // FOCS, 1999.[2℄ Agrawal M., Saptharishi R. Classifying Polynomial and Identity Testing. // 2009.[3℄ Agrawal M., Vinay V. Arithmeti
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